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Abstrakt: V práci je modelováno ve vyšším řádu přesnosti nestlačitelné laminární proudění okolo 
válce s kruhovým průřezem s použitím metody vnořené hranice a okolo válce se čtvercovým průřezem 
s vlivem teplotní stratifikace. V teoretické části je odvozen systém Navier-Stokesových rovnic 
s Boussinesquovou aproximací a jsou popsány jednotlivé metody použité při modelování systému. 
WENO schéma pátého řádu přesnosti potlačující falešné oscilace rekonstruuje advekční členy na 
hranici konečných objemů. Schéma Runge-Kutta čtvrtého řádu přesnosti řeší časovou diskretizaci 
první fáze metody postupných kroků. Metoda vnořené hranice popisuje obtékaný válec s kruhovým 
průřezem. V implementační části je vysvětlena struktura programu pro dvoudimenzionální případ. 
V části numerického experimentu je program testován na úlohách pro lineární hyperbolickou rovnici, 
Burgersovu rovnici a systém Eulerových rovnic se známým exaktním řešením a na úloze proudění ve 
čtvercové dutině pro hodnoty Reynoldsova čísla 100; 1000; 5000 pro systém Navier-Stokesových 
rovnic se známým numerickým řešením. Proudění okolo vnořeného válce se čtvercovým (resp. 
kruhovým) průřezem je počítáno pro hodnoty Reynoldsova čísla 30; 200. U Kármánovy vírové cesty 
je určeno Strouhalovo číslo. Proudění okolo vnořeného válce se čtvercovým průřezem s vlivem 
teplotní stratifikace je řešeno pro hodnoty Froudeova čísla 1,00; 0,10; 0,01 pomocí Boussinesquovy 
aproximace. Pro vertikální složku rychlosti (resp. vorticitu) je vypočtena její frekvence. 
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Abstract: In this thesis there is simulated an incompressible laminar flow in a higher-order accuracy 
around a circle cylinder with usage of an immersed boundary method and around a cylinder with a 
square cross-section with an influence of a thermal stratification. In the theoretical part the system of 
Navier-Stokes equations with Bussinesq approximation is derived and the methods for simulating are 
described. Fifth order WENO shock-capturing scheme reconstructs advections terms on the 
boundaries of control volumes. An explicit fourth-order Runge-Kutta scheme solves the first step of a 
fractional steps method. The obstacle with the circle cross-section is described by the immersed 
boundary method. In the implementation section there is interpreted the structure of programs for 2D 
cases. In the section Numerical experiments there is realized testing of the examples with the exact-
known results the linear hyperbolic equations, the Burgers equations and the Euler equations and of a 
square cavity flow with Reynolds numbers of 100,1000 and 5000 with known numerical results for the 
Navier-Stokes equation. There is solved the flow around a square (and a circle) cylinder for Reynolds 
numbers 30; 200. Strouhal numbers are computed for von Kármán vortex street. Finally the flow 
around a square cylinder with influence of thermal stratification is computed with usage of the 
Bussinesq approximation for Froude numbers 1,00; 0,10; 0,01. For the vertical component speed there 
is assessed the value of the frequency. 
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Úvod 
 
Rozvoj matematického modelování fyzikálních procesů je úzce spjat s rozvojem 
výpočetní techniky, zvláště pak se zvyšující se rychlostí prováděných operací a zvětšující se 
kapacitou paměti. Platí to i pro matematické modelování atmosférického proudění popsané 
parciálními diferenciálními Navier-Stokesovými rovnicemi, které se vyvíjí v obou základních 
oblastech: 
1. do matematických modelů pronikají stále větší fyzikální detaily, které vedou 
ke komplikovanějšímu vyjádření systému Navier-Stokesových rovnic, resp. jejich 
počátečních nebo okrajových podmínek, 
2. numerická řešení systému Navier-Stokesových rovnic využívají metody, které jsou 
ve svém důsledku účinnější a přesnější. 
Obdobným směrem jsou zaměřeny i cíle této práce. Vytvoření a odladění 
dvoudimenzionálního modelu pro nestlačitelné laminární proudění v atmosféře je podmíněno:  
a) zpřesněním popisu prostředí komplexní orografie a geometrie, 
b) zahrnutím vlivu teplotního zvrstvení (stratifikace). 
Na numerické řešení jsou kladeny požadavky: 
c) u prostorové diskretizace vycházet z metody konečných objemů, 
d) používat schémata vyššího řádu přesnosti a pro nelineární členy systému Navier-
Stokesových rovnic schémata potlačující nežádoucí oscilace. 
Splnění podmínky a), které bude směřováno na použití metody vnořené hranice 
pro proudění okolo těles, bude vyžadovat dostatečně jemnou prostorovou diskretizaci.  
Zahrnutí vlivu teplotní stratifikace v podmínce b), které bude řešeno zavedením 
Boussinesquovy aproximace do systému Navier-Stokesových rovnic, bude znamenat 
zjemnění časové diskretizace, protože bude potřeba numericky řešit další parciální 
diferenciální rovnici pro poruchu potenciální teploty. 
 Ke splnění požadavku d) bude ověřována aplikace WENO schémat, která potlačují 
falešné oscilace, a použití vyššího řádu přesnosti pro WENO a Runge-Kutta schémata a pro 
schémata centrální diskretizace první a druhé derivace a interpolace. Uvedená schémata 
budou mít složitější algoritmy výpočtu. 
První kapitola práce bude věnována zejména fyzikálním základům atmosférického 
proudění popsaného systémem Navier-Stokesových rovnic a vlivu teplotní stratifikace 
zavedením Boussinesquovy aproximace. 
Ve druhé kapitole budou prezentovány metody používané k numerickému řešení 
systému Navier-Stokesových rovnic. Jedná se především o metodu konečných objemů, 
WENO schémata, diskretizaci časové derivace pomocí schémat Runge-Kutta a metodu 
vnořené hranice. 
Ve třetí kapitole bude popsán postup tvorby programu a bude ukázáno jeho blokové 
schéma. 
Čtvrtá kapitola bude zaměřena na zadání řešených úloh. Budou zde popsány testovací 
úlohy a na závěr úloha atmosférického proudění s vnořeným tělesem včetně vlivu teplotní 
stratifikace. 
V páté kapitole budou představeny a komentovány výsledky numerických 
experimentů.
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Kapitola 1  
 
Fyzikální základy atmosférického proudění 
 
 V kapitole 1 jsou odvozeny základní rovnice zachování hmoty a hybnosti, které se 
používají pro popis vazké (Navier-Stokesovy rovnice) a nevazké (Eulerovy rovnice) tekutiny. 
Zavádí se stratifikované proudění pomocí Boussinesquovy aproximace. Dále jsou pohybové 
rovnice převedeny do bezrozměrného tvaru. Na závěr jsou definovány základní fyzikální 
pojmy, které se využívají k výpočtům či zobrazování výsledků. 
 
1.1 Navier-Stokesovy rovnice 
Proudění tekutin lze popsat pohybovými rovnicemi, které vyjadřují zákony zachování 
různých fyzikálních veličin. Jeden ze způsobů, jak tyto zákony odvodit, je použití věty 
o transportu (FEISTAUER, 1993). 
Definice: 
 Nechť F: M → R1 reprezentuje fyzikální prostorové pole. Část tekutiny se v čase t 
nachází v omezené oblasti σ(t) ⊂ Ωt. Celková hodnota veličiny F vázaná na oblast σ(t) je 
dána vztahem: 
 
∫=
 (t)
),xF()(
σ
xdttF .         (1.1) 
  
Věta o transportu: 
 Nechť (T1,T2) je časový interval, t0∈ (T1,T2) a σ=σ(t0) je omezená oblast. Potom 
existuje interval (t1,t2) ⊂  (T1,T2), pro který, za předpokladu že funkce F=F( x ,t) má spojité 
první derivace na oblasti {( x ,t): t∈ (t1,t2), x ∈ σ(t)}, platí, že pro všechna t∈ (t1,t2) existuje 
konečná derivace: 
 
( )
∫∫ 





∂
∂
+
∂
∂
==
 (t) (t)
dFd)(
σσ
x
x
Fv
t
F
x
dt
d
t
dt
dF
k
k
,        (1.2) 
 
vk jsou složky rychlosti. 
Důkaz: viz (FEISTAUER, 1993). 
Pro hmotu ( )( )tm σ  kontrolního objemu v čase t platí:  
 
( )( ) ∫=
 (t)σ
ρσ xdtm ,          (1.3) 
 
ρ je hustota tekutiny. 
 Použitím (1.2) na (1.3) se získá rovnice kontinuity ve vektorovém tvaru: 
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( ) 0=∇+ v
dt
d ρρ ,          (1.4) 
 
v  je vektor rychlosti. Rovnice kontinuity ve složkovém tvaru je:   
 
( ) 0=∂
∂
+
k
k
x
v
dt
d ρρ
.          (1.5) 
 
Pro hybnost ( )( )th σ  kontrolního objemu v čase t platí: 
 
( )( ) ∫=
 (t)σ
ρσ xdvth .          (1.6) 
 
Nechť na jednotku kontrolního objemu působí objemové síly ( )( )tFV σ : 
 
( )( ) ∫=
 (t)σ
ρσ xdftFV ,         (1.7) 
 
f  je vektor síly (např. gravitační síla). Nechť na hranici kontrolního objemu ( )tσ∂  působí 
plošné síly ( )( )tFS σ∂ :  
 
( )( ) ∫
∂
=∂
 (t)σ
τσ dsntF ijiS ,         (1.8) 
 
n  je vektor jednotkové vnější normály k hranici kontrolního objemu a ijτ  je tenzor napětí. 
Pro obě síly platí z Newtonova zákona: 
 
 SV FFdt
hd
+= .          (1.9) 
 
Dosazením vztahů (1.7) a (1.8) do (1.9) a užitím (1.2) se dostanou pohybové rovnice 
v integrálním tvaru: 
 
( )
( ) ( ) ( ) ( )
∫∫∫∫ +=+∂
∂
∂∂ tt
iji
tt
xdfdsndsnvvxdv
t σσσσ
ρτρρ r
rrrrrr
. .                         (1.10) 
 
Užitím Greenovy věty se získají pohybové rovnice v diferenciálním tvaru (pro složky 
vektorů): 
 
( ) ( )
i
j
ij
k
kii f
xx
vv
t
v ρτρρ +
∂
∂
=
∂
∂
+
∂
∂
,                   (1.11) 
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Pro tenzor napětí lze dokázat, např. aplikováním věty o transportu, že je symetrický: 
 
 jiij ττ = .                     (1.12) 
 
Obdobně lze odvodit rovnici pro zachování hustoty celkové energie E: 
 
2
2
1
vuE += ,                     (1.13) 
 
u je vnitřní energie. 
Zákon zachování hustoty celkové energie je dán: 
 
( ) ( ) ( )
jj
j
k
j
iij
jj
k
k vf
x
Qq
x
v
vf
x
Ev
t
E ρρτρρρ +
∂
∂
−+
∂
∂
+=
∂
∂
+
∂
∂
,              (1.14) 
 
q je hustota tepelných zdrojů a kQ  jsou složky vektoru tepelného toku. 
Výše odvozený systém pěti rovnic (1.5), (1.11) a (1.14) má jedenáct neznámých 
Evvv ,,,,,,,,,, 332322131211321 ττττττρ . 
Předpoklad o přímé úměrnosti mezi napětím a deformací lze nejobecněji vyjádřit 
Hookovým zákonem (HAVRÁNEK, 2003): 
 
klijklij C ετ = ,                                (1.15) 
 
ijklC  popisuje vlastnosti látky a klε  je tenzor malých deformací: 
 






∂
∂
+
∂
∂
=
l
l
l
k
kl
x
v
x
v
2
1
ε .                    (1.16) 
 
Viskózní tekutiny splňují Newtonův viskózní zákon vyjadřující přímou úměru 
mezi napětím a rychlostí deformace. Pro Newtonovské tekutiny se vztah (1.15) zjednoduší 
na tvar: 
 
( ) ijijkkij p µεδλετ 2++−= ,                   (1.17) 
 
p je tlak, ijδ  je Kroneckerovo delta, µ je součinitel dynamické viskozity a λ je druhý 
koeficient viskozity, pro který platí v teorii vazkých tekutin vztah: 
 
µλ
3
2
−= .                     (1.18) 
 
Dosazením (1.17)  do rovnice (1.11) se dostanou hledané Navier-Stokesovy rovnice: 
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( ) ( )
i
i
j
j
i
jk
k
iik
kii f
x
x
x
x
xx
x
xx
p
x
vv
t
v ρµλρρ +






∂
∂
+
∂
∂
∂
∂
+





∂
∂
∂
∂
+
∂
∂
−=
∂
∂
+
∂
∂
,            (1.19) 
 
které lze upravit: 
 
( ) ( ) ( )
ii
ji
j
ik
kii fv
xx
v
x
p
x
vv
t
v
+∆+
∂∂
∂+
+
∂
∂
−=
∂
∂
+
∂
∂
ν
ρ
µλ
ρ
21
,              (1.20) 
 
ν  je koeficient kinetické vazkosti: 
 
ρ
µ
ν = .                     (1.21) 
 
Pro nestlačitelnou tekutinu se (1.5) redukuje:  
 
0=
∂
∂
i
i
x
v
,                       (1.22) 
 
a rovnice (1.20) se upraví na: 
 
( ) ( )
ii
ik
kii fv
x
p
x
vv
t
v
+∆+
∂
∂
−=
∂
∂
+
∂
∂
ν
ρ
1
.                 (1.23) 
 
(1.22) a (1.23) tvoří soustavu 4 rovnic pro 4 neznámé neboli uzavřený systém Navier-
Stokesových rovnic, který se může dále řešit. 
 
1.2 Eulerovy rovnice 
Pro dokonalé tekutiny platí, že 0=µ . Vztah (1.17) se zjednoduší na tvar: 
 
pijij δτ −= .                     (1.24) 
 
Pohybové rovnice, které předpokládají splnění vztahu (1.24), se nazývají Eulerovy 
rovnice (FERZIGER, PERIĆ, 1996). Pro tento systém se uvažují tlakové síly od sousedních částí 
tekutiny a vnější silové pole, do kterého je tekutina vložena (tzn. nejčastěji gravitační pole). 
Dosazením (1.24) do (1.11) se získají Eulerovy rovnice: 
 
( ) ifpvvt
v
+∇−=∇+
∂
∂
ρ
1
.
rr
r
.                   (1.25) 
 
Předpokládá se splnění rovnice kontinuity pro nestlačitelnou tekutinu (1.22), která 
byla odvozena v části 1.1.  
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Rovnice (1.22) a (1.25) se nazývají systémem 4 Eulerových rovnic. Jedná se o 
uzavřený systém, který je řešitelný. 
 
1.3 Stratifikované proudění 
 Vliv teplotní stratifikace na proudění lze do systému Navier-Stokesových rovnic 
zahrnout pomocí Boussinesquovy aproximace. 
Boussinesquova aproximace 
 Boussinesquova aproximace, která je v práci odvozena pro dvoudimenzionální případ, 
zahrnuje poruchu tlaku a hustoty (BEDNÁŘ, ZIKMUNDA, 1985) do laminárního nestlačitelného 
modelu proudění popsaného rovnicemi (1.22) a (1.23), kde za fi se zavádí gravitační síla:  
 
( ) ( ) kgv
x
p
x
vv
t
v
i
ik
kii
r
−∆+∂
∂
−=∂
∂
+∂
∂
νρ
1
,                 (1.26) 
 
g je tíhové zrychlení a kr  je jednotkový vektor ve směru vertikální osy 2x .  
Tlak a hustotu lze popsat vztahy: 
 
ppp ′+= ,                     (1.27) 
 
ρρρ ′+= ,                     (1.28) 
 
p  a ρ  vyjadřují střední hodnoty tlaku a hustoty a jsou funkcí vertikální souřadnice 2x : 
 
( )2xfp = ,                     (1.29) 
 
( )2xg=ρ ,                     (1.30) 
 
a p′  a ρ′  vyjadřují poruchy tlaku a hustoty, pro něž platí: 
 
( )txxhp ,, 21=′ ,                    (1.31) 
 
( )txxl ,, 21=′ρ .                    (1.32) 
 
Pro poruchy a střední hodnoty tlaku a hustoty se předpokládá následující: 
 
1, <<
′′
p
p
ρ
ρ
.                     (1.33) 
 
Pro střední hodnoty veličin platí rovnice hydrostatické rovnováhy: 
 
( ) ( )gx
x
xp
2
2
2 ρ−=
∂
∂
.                   (1.34) 
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Dosazením (1.27) a (1.28) do (1.26) se dostane: 
 
( ) ( ) ( ) kgv
x
pp
x
vv
t
v
i
ik
kii
r
−∆+
∂
′+∂
′+
−=
∂
∂
+
∂
∂
ν
ρρ
1
.               (1.35) 
 
S použitím Taylorova rozvoje pro 1<x ve tvaru (BARTSCH, 1996): 
 
( ) ...11
1
+=
±
x
x
m  ,                   (1.36) 
 
se zlomek s hustotou ve vztahu (1.35) převede na tvar: 
 





 ′
−=
′+ ρ
ρ
ρρρ
111 .                   (1.37) 
 
S přihlédnutím ke vztahu (1.34) se upraví tlakový gradient v (1.35): 
 
( ) p
x
kgpp
x ii
′
∂
∂
+−=′+
∂
∂ rρ .                  (1.38) 
 
 Dosazením (1.37) a (1.38) do (1.35) se získá: 
 
( ) ( ) kgv
x
pkgkg
x
p
x
vv
t
v
i
iik
kii
rrr
−∆+
∂
′∂′
++
′
−
∂
′∂
−=
∂
∂
+
∂
∂
ν
ρ
ρ
ρρ
ρ
ρ
11
.             (1.39) 
  
Člen 
ix
p
∂
′∂′
ρ
ρ
ρ
1
 lze zanedbat, protože kvadrát poruch je malý: 
 
( ) ( )
i
ik
kii vkg
x
p
x
vv
t
v ∆+′−
∂
′∂
−=
∂
∂
+
∂
∂
ν
ρ
ρ
ρ
r1
.                (1.40) 
 
Z definice potenciální teploty θ (BEDNÁŘ, ZIKMUNDA, 1985) plyne: 
 
ρ
ρ
θ
θ ′
−=
′
.                     (1.41) 
 
Pro poruchu θ ′  i střední hodnotu θ  potenciální teploty platí analogické závislosti 
jako pro hustotu, viz (1.28), (1.30), (1.32) a (1.33). Vztah (1.41) se dosadí do pohybové 
rovnice (1.40): 
 
( ) ( )
i
ik
kii vkg
x
p
x
vv
t
v ∆+
′
+
∂
′∂
−=
∂
∂
+
∂
∂
ν
θ
θ
ρ
r1
.                (1.42) 
Modelování teplotně stratifikovaného proudění v atmosféře        8
 
Pohybové rovnice (1.42) (resp. rovnice (1.40)) se nazývají Navier-Stokesovy rovnice 
s Boussinesquovou aproximací.  
Rovnice pro poruchu potenciální teploty 
V Boussinesquově aproximaci je zavedena veličina poruchy potenciální teploty, 
pro kterou se odvodí z rovnice kontinuity pro stlačitelnou tekutinu (1.5) nelineární parciální 
diferenciální rovnice. 
Do (1.5) pro dvoudimenzionální případ se dosadí (1.28): 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
2
2
2
2
1
1
1
1
=
∂
′+∂
+
∂
∂
′++
∂
′+∂
+
∂
∂
′++
∂
′+∂
x
v
x
v
x
v
x
v
t
ρρρρρρρρρρ .          (1.43) 
 
Zde se přihlédne k podmínkám (1.30) a (1.32): 
 
( )
2
2
2
2
1
1
2
2
1
1
x
v
x
v
x
v
x
v
x
v
t ∂
∂
−=
∂
′∂
+
∂
′∂
+





∂
∂
+
∂
∂
′++
∂
′∂ ρρρρρρ ,              (1.44) 
 
a s použitím dvoudimenzionální rovnice kontinuity (1.22) se dostane výsledná rovnice pro 
poruchu hustoty: 
 
2
2
2
2
1
1
x
v
x
v
x
v
t ∂
∂
−=
∂
′∂
+
∂
′∂
+
∂
′∂ ρρρρ
.                 (1.45) 
 
Dosazením (1.41) přejde (1.45) na rovnici pro poruchu potenciální teploty: 
 
 
2
2
2
2
1
1
x
v
x
v
x
v
t ∂
∂
−=
∂
′∂
+
∂
′∂
+
∂
′∂ θθθθ
.                 (1.46) 
 
Dvoudimenzionální rovnice kontinuity (1.22), rovnice (1.42) a (1.46) tvoří systém 
Navier-Stokesových rovnic s Boussinesquovou aproximací pro 4 neznámé veličiny.  
 
1.4 Bezrozměrný tvar pohybových rovnic 
Pro modelování je výhodné počítat pohybové rovnice v tzv. bezrozměrném tvaru. 
Tento tvar se získá zavedením bezrozměrných proměnných (označené hvězdičkou), které se 
definují jako poměr dané veličiny a vhodného měřítka stejného fyzikálního rozměru 
(FERZIGER, PERIĆ, 1996): 
 
g
bb
L
x
x
U
pp
U
L
t
t
U
v
v ii
r
r
==
′
=′====
****
2
***
,,,,,,
θ
θθ
θ
θθ
ρ
.             (1.47) 
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Za U se bere buď maximální vstupní rychlost, nebo maximální rychlost z okrajových 
podmínek. L je charakteristický rozměr buď celé počítané oblasti, nebo vnořeného tělesa. Za 
θ je možno volit referenční teplotní diferenci. br  je objemová gravitační síla: 
 
kgb
rr
−= .                     (1.48) 
 
Bezrozměrná rovnice kontinuity (1.22) má tvar:  
 
0
*
*
=
∂
∂
i
i
x
v
.                     (1.49) 
 
Navier-Stokesovy rovnice (1.23) s objemovou gravitační silou (1.48) v bezrozměrném 
tvaru jsou: 
 
( ) ( ) **
*
*
*
**
*
* 1
Re
1 b
Fr
v
x
p
x
vv
t
v
i
ik
kii
r
+∆+
∂
∂
−=
∂
∂
+
∂
∂
,                (1.50) 
 
Re je Reynoldsovo číslo, které je definováno: 
 
ν
UL
=Re ,                     (1.51) 
 
což udává poměr setrvačných a vazkých sil. Fr je Froudeovo číslo: 
 
gL
UFr
2
= ,                     (1.52) 
 
vyjadřující poměr tíhové a setrvačné síly.  
 Eulerovy rovnice (1.25) s objemovou gravitační silou (1.48) v bezrozměrném tvaru 
jsou: 
 ( ) ( ) *
*
*
*
**
*
* 1 b
Frx
p
x
vv
t
v
ik
kii
r
+
∂
∂
−=
∂
∂
+
∂
∂
.                   (1.53) 
 
Tíhová síla *b
r
 v (1.50) a (1.53) je vložena do tlakového členu a tlak *p  přejde na **p  
a získají se Navier-Stokesovy rovnice: 
 
( ) ( ) *
*
**
*
**
*
*
Re
1
i
ik
kii v
x
p
x
vv
t
v ∆+
∂
∂
−=
∂
∂
+
∂
∂
.                 (1.54) 
 
Eulerovy rovnice: 
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( ) ( )
*
**
*
**
*
*
ik
kii
x
p
x
vv
t
v
∂
∂
−=
∂
∂
+
∂
∂
.                     (1.55) 
 
 Navier-Stokesovy rovnice s Boussinesquovou aproximací (1.42) v bezrozměrném 
tvaru jsou: 
 
( ) ( )
*
*
*
*
*
*
**
*
* 1
Re
1
θ
θ ′
+∆+
∂
′∂
−=
∂
∂
+
∂
∂
Fr
v
x
p
x
vv
t
v
i
ik
kii
.                (1.56) 
 
Rovnice pro poruchu potenciální teploty (1.46)  v bezrozměrné tvaru je: 
 
*
2
*
*
*
*
*
*
*
x
v
x
v
t k
k ∂
∂
−=
∂
′∂
+
∂
′∂ θθθ
.                  (1.57) 
 
 V další části práce jsou v bezrozměrných rovnicích hvězdičky vynechány. 
 
1.5 Fyzikální pojmy 
 Uvedené fyzikální veličiny se používají k výpočtům a zobrazování výsledků. 
Vorticita 
Vorticita neboli vírnatost či vířivost charakterizuje vírovou strukturu dané tekutiny 
(PECHALA, BEDNÁŘ, 1991). Pro dvojdimenzionální případ má vorticita ω tvar: 
 
2
1
1
2
x
v
x
v
∂
∂
−
∂
∂
=ω .                    (1.58) 
 
Proudová funkce 
Zavádí se skalární funkce pro dvoudimenzionální případ, která se nazývá proudová 
funkce ψ  (PECHALA, BEDNÁŘ, 1991): 
 
2
1 dx
d
v
ψ
= ,                     (1.59) 
 
1
2 dx
d
v
ψ
−= .                     (1.60) 
 
 Pomocí proudové funkce definované vztahy (1.59) a (1.60) lze zobrazit proudové pole 
proudnic, což jsou křivky, které mají v daném okamžiku takový tvar, že v každém bodě tečna 
na proudnici znázorňuje vektor rychlosti proudění. 
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Kapitola 2 
 
Numerické metody 
 
2.1 Metoda konečných objemů  
 Pohybové rovnice v integrálním tvaru (1.10) zahrnují členy s plošnými a objemovými 
integrály. K jejich řešení na oblasti σ(t) se využívá metoda konečných objemů 
(FERZIGER, PERIĆ, 1996). Oblast σ(t) se rozdělí na konečný počet malých kontrolních objemů 
(control volumes dále CV), pro něž platí analogické pohybové rovnice v integrálním tvaru.   
V práci je použita pro všechny modely využívající zákony zachování dvourozměrná 
metoda konečných objemů na čase nezávislé oblasti σ  v ortogonální ekvidistantní síti. Za CV 
jsou brány obdélníky mk ,σ , kde k,m jsou celá čísla, pro něž platí: 
 
xkxk ∆= . , ymym ∆= . ,          (2.1) 
 
xk a ym jsou souřadnice CV a ∆x a ∆y jsou jeho rozměry. 
Aproximace plošných integrálů 
Pro plošný integrál počítaný přes hranici CV platí: 
 
∑ ∫∫
=
=
4
1
..
l SS l
dsfdsf ,           (2.2) 
 
f  jsou komponenty advekčního a vazkého vektoru ve směru normály k CV povrchu S a lS  
jsou jednotlivé strany CV (obdélníka).   
Jednotlivé plošné integrály na pravé straně (2.2) lze napsat jako součin průměrné 
hodnoty komponentů lf  ve středu Sl a délky příslušných stran CV: 
 
ll
S
Sfdsf
l
.. =∫ .               (2.3) 
 
Aproximace objemových integrálů 
Pro objemový integrál počítaný přes CV platí: 
 
Vqdvq
V
.. =∫ ,           (2.4) 
 
q jsou komponenty časové parciální derivace rychlosti nebo objemové síly, q  je střední 
hodnota pro CV, která se bere jako hodnota funkce q ve středu CV, a V je jeho objem. 
Systém Navier-Stokesových  rovnic (1.54) je možno modifikovat podle 
(YANG et al., 1998) na tvar: 
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( ) ( ) ,0=−+−+
y
v
yx
v
xt GGFFW         (2.5) 
  
kde: 
 










=
v
uW
0
 , 
( )










+=
uv
pu
u
WF 2
 ,    ( )










+
=
pv
uv
v
WG
2
,    (2.6) 
 
( )










+
=
xy
x
v
vu
uWF 2
0
Re
1
, 
( )










+=
y
yx
v
v
uvWG
2
0
Re
1
.     (2.7) 
 
Převedením systému (2.5), (2.6) a (2.7) na integrální tvar se získají Navier-Stokesovy 
rovnice s použitím metody konečných objemů pro CV o souřadnici (xk,ym):  
 
( ) ( ) ( ) ( )




−−−
∆
−




−−−
∆
−=
−+−+
2
1
,
2
1
,,
2
1
,
2
1
11
mk
v
xmk
v
xmk
v
xmk
v
xt GGGG
x
FFFF
y
W .  (2.8) 
 
V (2.8) jsou hodnoty tokové funkce ( )vxFF −  a ( )vxGG −  na hranicích CV, které jsou 
z hodnot ve středu CV rekonstruovány dvěmi základními metodami: 
• protiproudové (upwind) schéma zohledňuje směr tokové funkce ve středu CV, což  je 
zásadní pro stabilitu řešení zejména u nelineárních komponent,  
• metoda centrálních schémat používá symetrickou rekonstrukci.   
Analogicky se odvodí metoda konečných objemů pro Eulerovy rovnice či Navier-
Stokesovy rovnice s Boussinesquovou aproximací. 
 
2.2 Neoscilující schémata  
Je známo, že řešení hyperbolických rovnice (viz část 2.5) mohou obsahovat 
nespojitosti i v případě, že počáteční podmínka je hladká funkce. Řešení pomocí obvyklých 
schémat konečných diferencí je potom nepřesné, protože obsahuje např. umělé oscilace.  
Ze zkušeností s řešením hyperbolických rovnic lze pro schémata formulovat dva 
základní požadavky: 
• musí umět řešit jemnou strukturu v hladkém proudovém poli, 
• musí velmi přesně zachytit skoky na diskontinuitách, aby se nevytvářely umělé oscilace 
(Gibbsův jev – podvržené, nepravé, falešné oscilace), které jsou zaměnitelné např. 
s turbulencemi. 
Proto byla nalezena nová účinnější aproximující schémata, mezi které patří: 
• schémata s klesající celkovou odchylkou TVD (total-variation-diminishing);  
• schémata s omezenou celkovou odchylkou TVB (total-variation-bounded); 
• v podstatě neoscilující schémata ENO (essentially non-oscilatory); 
Modelování teplotně stratifikovaného proudění v atmosféře        13
• vážená v podstatě neoscilující schémata WENO (weighted  essentially non-oscilatory). 
Vážnější analýza stability a konvergence řešení je pro tyto případy většinou možná 
pouze pro skalární jednorozměrné nelineární případy. Pro více rozměrné nelineární systémy, 
kdy zpracování teorie úplné konvergence je velmi obtížné, dávají dobré výsledky numerické 
experimenty právě s využitím TVD, TVB, ENO a WENO schémat. 
Dva druhy použitelných schémat s vysokým rozlišením uvádí (HANNAPEL, 1994): 
• TVD-MUSCL schéma, jehož základy jsou položeny v (VAN LEER, 1979), 
• ENO schéma je prvně publikováno v (HARTEN et al., 1987) a upraveno na vyšší rozlišení v 
(HARTEN, 1989). 
Pro srovnání zde bylo použito TVD-MUSCL schéma podle (COLELLA, 1985) 
navazující na van Leerův a Woodwardův algoritmus (VAN LEER, 1979). 
Numerická metoda se nazývá TVD (s klesající celkovou odchylkou), jestliže pro 
skalární zákony zachování je splněna nerovnost: 
 ( ) ( )nn vTVvTV ≤+1 ,          (2.9) 
 
celková odchylka je definována vztahem: 
 
( ) ∑ −−=
i
ii vvvTV 1 . (2.10) 
 
V TVD-MUSCL schématu se zaručuje pro CV splnění nerovnosti (2.11) zavedením 
po částech lineární rekonstrukce ( )nn txv ,~  průměrné rychlosti nv : 
 
( )( ) ( )nnn vTVtxvTV ≤,~ .                   (2.11) 
 
Je dokázáno, že nerovnost (2.11) je splněna pro skalární zákony zachování. Aby bylo 
garantováno správné chování po částech lineární rekonstrukce ( )nn txv ,~  v proudu 
s diskontinuitou, zavádí se omezovače sklonu, které však snižují přesnost v blízkosti 
diskontinuity. V TVD-MUSCL schématu je lineární rekonstrukce v CV proměnná a 
omezovače jsou získány algoritmem (COLELLA, 1985). V (COLELLA, WOODWARD, 1984) je 
možno nalézt po částech parabolickou metodu (PPM) rekonstrukce.  
V ENO schématech podle (HARTEN et al., 1987) se pro hodnoty na hranici CV používá 
po částech polynomiální rekonstrukce z průměrných hodnot rychlostí ve středu CV, která 
zaručuje splnění nerovnosti: 
 
( )( ) ( ) ( )1,~ ++≤ rnnn hOvTVtxvTV ,                  (2.12) 
 ( )1+rhO  vyjadřuje chybu. 
ENO schéma je stupně r a řádu přesnosti r+1. Rekonstrukce je v podstatě neoscilující. 
Umožňuje falešné oscilace v rámci chyby řádu r+1.  
Rekonstrukci na hranici CV je možné provést dvěma způsoby podle podmínky na 
upwind. Pro protější hranice jednoho CV je nutné dodržet stejný způsob rekonstrukce. 
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Hartenův algoritmus je založen na výběru adaptivní posloupnosti sousedních CV 
(stencil) pro hranici, kde se rekonstrukce provádí. Stencil se volí podle nejnižší celkové 
odchylky, kdy polynomiální rekonstrukce z průměrných hodnot rychlostí ve středu CV je 
nejhladší.  
ENO schémata jsou dále rozpracována v (SHU, OSHER, 1988) a (SHU, OSHER, 1989).  
Numerické experimenty v (HANNAPEL, 1994) demonstrují výhodu ENO schématu 
čtvrtého řádu přesnosti nad TVD-MUSCL schématy. TVD-MUSCL schéma využívá pro 
rekonstrukci pevný stencil a zvyšování řádu přesnosti pro stanovení aproximace prostorových 
derivací v hyperbolické rovnici je omezeno, protože řešení rozmazává diskontinuity, a tím 
dochází zpětně ke snížení řádu přesnosti. ENO schéma je možno používat i s vyšším řádem 
přesnosti. 
Řešení hyperbolických rovnic obsahuje kromě prostorové i časovou diskretizaci. 
V (HARTEN et al., 1987) použili ENO schémata s Lax-Wendroffovou procedurou. 
V (SHU, OSHER, 1988) a (SHU, OSHER, 1989) kombinovali použití ENO schématu pro 
prostorové proměnné s víceúrovňovým TVD schématem typu Runge-Kutta (viz část 2.3).  
WENO schémata 
Metoda ENO je dále rozvíjena WENO schématy v (LIU et al., 1994) a 
(JIANG, SHU, 1996) v kombinaci se schématem Runge-Kutta.  
WENO schémata používají oproti metodě ENO všechny stencily s přiřazenými 
váhami. Jejich výpočet se provádí z velikosti celkové odchylky pro daný stencil. Největší 
váhu má stencil s nejmenší celkovou odchylkou.  
WENO schéma je r stupně a řádu přesnosti 12 −r . Přesnost pro rekonstrukční 
polynomy třetího stupně, které se používají v práci, je pátého řádu. Je tedy vyšší o jeden řád 
než u ENO schémat. 
Vzorce pro WENO schémata s přesností pátého řádu 
Vzorce pro WENO schémata jsou pro 5. řád přesnosti použity podle 
(TITAREV, TORO, 2004), kde jsou obsaženy konstanty d1=0,1; d2=0,6; d3=0,3 a ε= 610.1 − . 
Pro způsob upwindu daného podmínkou 0≥
dv
df
 jsou rekonstruovány hraniční 
hodnoty pro CV.  
Hranice CV v 





+
2
1j . 
Polynomy 





+
2
1jpi  pro jednotlivé stencily: 
 
( ) ( ) ( )( )
6
111722
2
1
1
jvjvjvjp +−−−=





+ ,                 (2.13) 
 
( ) ( ) ( )( )
6
1251
2
1
2
+++−−
=





+
jvjvjvjp ,                 (2.14) 
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( ) ( ) ( )( )
6
2152
2
1
3
+−++
=





+
jvjvjvjp .                 (2.15) 
 
Výpočet celkové odchylky 





+
2
1jiβ  pro jednotlivé stencily: 
 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )221 31424
1122
12
13
2
1 jvjvjvjvjvjvj +−−−++−−−=





+β ,            (2.16) 
 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )222 114
1121
12
13
2
1
+−−+++−−=





+ jvjvjvjvjvjβ  ,             (2.17) 
 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )223 21434
1212
12
13
2
1
+++−++++−=





+ jvjvjvjvjvjvjβ .            (2.18) 
 
Hranice CV v 





−
2
1j . 
Polynomy 





−
2
1jpi  pro jednotlivé stencily: 
 
( ) ( ) ( )( )
6
1112732
2
1
1
−+−−−
=





−
jvjvjvjp ,                (2.19) 
 
( ) ( ) ( )( )
6
2152
2
1
2
jvjvjvjp +−+−−=





− ,                 (2.20) 
 
( ) ( ) ( )( )
6
1512
2
1
3
+−+−
=





−
jvjvjvjp .                 (2.21) 
 
Výpočet celkové odchylky 





−
2
1jiβ  pro jednotlivé stencily: 
 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )221 13)2(434
11223
12
13
2
1
−+−−−+−+−−−=





− jvjvjvjvjvjvjβ       (2.22) 
 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )221 24
1122
12
13
2
1 jvjvjvjvjvj −−++−−−=





−β ,              (2.23) 
 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )222 14134
1121
12
13
2
1
++−−+++−−=





− jvjvjvjvjvjvjβ .            (2.24) 
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Výpočet vah 




 ±
2
1jiα  pro hranice CV, kde i = 1,2,3: 
 
2
2
12
1











 ±+
=




 ±
j
dj
i
i
i
βε
α .                  (2.25) 
 
Výpočet normalizovaných vah 




 ±
2
1jiω  pro hranice CV, kde i = 1,2,3: 
 
∑
=
=




 ±
3
12
1
i
ij αα ,                    (2.26) 
 
ii
j
j α
α
ω





 ±
=




 ±
2
1
1
2
1
.                   (2.27) 
 
Potom rekonstruovaná hodnota 




 ±
2
1jv  na hranicích CV je dána: 
 
∑
=
=




 ±
3
12
1
i
ii pjv ω .                    (2.28) 
 
Pro způsob upwindu daného podmínkou 0<
dv
df jsou rekonstruovány hraniční hodnoty 
pro CV.  
Hranice CV v 





+
2
1j . 
Polynomy 





+
2
1jpi  pro jednotlivé stencily: 
 
( ) ( ) ( )( )
6
1251
2
1
1
+++−−
=





+
jvjvjvjp ,                 (2.29) 
 
( ) ( ) ( )( )
6
2152
2
1
2
+−++
=





+
jvjvjvjp ,                 (2.30) 
 
( ) ( ) ( )( )
6
3227111
2
1
3
+++−+
=





+
jvjvjvjp .                (2.31) 
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Výpočet celkové odchylky 





+
2
1jiβ  pro jednotlivé stencily: 
 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )221 13414
1121
12
13
2
1
++−−+++−−=





+ jvjvjvjvjvjvjβ ,            (2.32) 
 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )222 24
1212
12
13
2
1
+−++++−=





+ jvjvjvjvjvjβ ,              (2.33) 
 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )223 324134
13221
12
13
2
1
+++−+++++−+=





+ jvjvjvjvjvjvjβ .      (2.34) 
 
Polynomy 





−
2
1jpi  pro jednotlivé stencily: 
 
( ) ( ) ( )( )
6
2152
2
1
1
jvjvjvjp +−+−−=





− ,                 (2.35) 
 
( ) ( ) ( )( )
6
1512
2
1
2
+−+−
=





−
jvjvjvjp ,                 (2.36) 
 
( ) ( ) ( )( )
6
221711
2
1
3
+++−
=





−
jvjvjvjp .                 (2.37) 
 
Výpočet celkové odchylky 





−
2
1jiβ  pro jednotlivé stencily: 
 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )221 31424
1122
12
13
2
1 jvjvjvjvjvjvj +−−−++−−−=





−β ,            (2.38) 
 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )222 114
1121
12
13
2
1
+−−+++−−=





− jvjvjvjvjvjβ  ,             (2.39) 
 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )223 21434
1212
12
13
2
1
+++−++++−=





− jvjvjvjvjvjvjβ .            (2.40) 
 
Výpočet vah 




 ±
2
1jiα  pro hranice CV, kde i = 1,2,3: 
 
2
4
2
12
1











 ±+
=




 ± −
j
dj
i
i
i
βε
α .                  (2.41) 
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Výpočet normalizovaných vah 




 ±
2
1jiω  pro hranice CV, kde i = 1,2,3: 
 
∑
=
=




 ±
3
12
1
i
ij αα ,                    (2.42) 
 
ii
j
j α
α
ω





 ±
=




 ±
2
1
1
2
1
.                   (2.43) 
 
Potom rekonstruovaná hodnota 




 ±
2
1jv  na hranicích CV je dána: 
 
∑
=
=




 ±
3
12
1
i
ii pjv ω .                    (2.44) 
 
 
2.3 Časová diskretizace  
Pro výpočet parciální časové derivace v Navier-Stokesových rovnicích je použito 
TVD schéma (viz část 2.2) Runge-Kutta čtvrtého stupně, které má řád přesnosti čtyři. K jeho 
použití vedly dva důvody. Prvním je zachování vyššího srovnatelného řádu přesnosti u všech 
metod použitých při výpočtu systému Navier-Stokesových rovnic. Např. WENO schémata 
jsou pátého řádu přesnosti. Dále volba schématu Runge-Kutta čtvrtého stupně je efektivní na 
dobu trvání výpočtu, protože její řád přesnosti je čtyři, obdobně jako u schématu pátého 
stupně. Až teprve schéma Runge-Kutta šestého řádu má řád přesnosti pět. 
 
),( tvL
dt
dv
−= .                    (2.45) 
 
V (STRANG, 1964) je pro obyčejnou diferenciální rovnici (2.45) s explicitně 
vyjádřenou časovou derivací popsáno schéma Runge-Kutta čtvrtého stupně vztahem: 
 
( )43211 226
1 kkkktvv nn +++∆+=+ ,                   (2.46) 
 
ki jsou interpretovány jako aproximace ),( tvL−  pravé strany rovnice (2.45): 
 
( )tnvLk n ∆−= ,1 , 




 ∆





+
∆
+−= tn
tk
vLk n
2
1
,
2
1
2 ,    
  





 ∆





+
∆
+−= tn
tk
vLk n
2
1
,
2
2
3 ,     ( )( )tntkvLk n ∆+∆+−= 1,34 .                   (2.47) 
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Pro pravou stranu rovnice (2.45) se dále použije zjednodušení, které vychází z Navier-
Stokesových rovnic, kde není explicitně vyjádřen čas. Po úpravách (2.46) a (2.47) se dostane 
postupné řešení rychlosti ve třech pseudo-časových vrstvách mezi časy n a n+1 a výsledná 
rychlost v čase n+1. Vzorce schéma Runge-Kutta čtvrtého stupně mají tvar: 
 
( ) ( )nn vtLvv ∆−=
2
11
,                     (2.48) 
 
( ) ( ) ( ) ( )( )112
2
1
2
1
4
1
2
1
vtLvvtLvv nn ∆−+∆+= ,                  (2.49) 
 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )22113
3
2
3
1
9
2
9
1
9
1
vtLvvtLvvtLvv nn ∆−+∆−+∆+= ,               (2.50) 
 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )332111
6
1
3
1
3
1
6
1
3
1
vtLvvvtLvv n ∆−++∆−=+ .               (2.51) 
 
Podmínka stability, tedy Courant-Friedrichs-Lewyho (CFL) podmínka, vychází pro 
čtvrtý stupeň podle (SHU, OSHER, 1988): 
 
3
2
=CFL .                      (2.52) 
 
2.4 Diskretizace derivací a interpolace 
Diskretizace prvních a druhých derivací a interpolace funkce ve středu mezi dvěma 
body se v práci používá pro výpočet vazkých členů v Navier-Stokesových rovnicích, 
oboustranných transformací mezi posunutými sítěmi pro složky rychlosti a pro tlak, 
Poissonovy rovnice a okrajových podmínek. Odvození je provedeno s vyšším řádem přesnosti 
než jsou použitá WENO a Runge-Kutte schémata. Jednotlivé vzorce vycházejí z Taylorova 
rozvoje (BARTSCH, 1996) pro funkci f(x) do sedmého (resp. šestého) řádu přesnosti. 
K odvození vzorců první a druhé derivace přímo v bodě sítě se získají dvě rovnice z 
Taylorova rozvoje pro sousední body ha ±  : 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( )
...
!6!5!4
!3!2!1
654
32
++±+
+
′′′
±
′′
+
′
±=±
hafhafhaf
hafhafhafafhaf
VIVIV
   .                  (2.53) 
 
Dále se k rovnicím (2.53) analogicky přidají čtyři rovnice pro vzdálenější čtyři body 
ha 2±  a ha 3± : 
 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ...2
!6
2
!5
2
!4
2
!3
2
!2
2
!1
2
654
32
++±+
+
′′′
±
′′
+
′
±=±
hafhafhaf
hafhafhafafhaf
VIVIV
,                  (2.54) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ...3
!6
3
!5
3
!4
3
!3
3
!2
3
!1
3
654
32
++±+
+
′′′
±
′′
+
′
±=±
hafhafhaf
hafhafhafafhaf
VIVIV
.                         (2.55) 
 
Pro vypočtení první derivace se od sebe odečtou následující rovnice: 
 
( ) ( )hafhaf −−+ , ( ) ( )hafhaf 22 −−+ ,     ( ) ( )hafhaf 33 −−+  .              (2.56) 
 
Získá se soustava tří rovnic, ve které se nacházejí jen liché derivace. Po jejich vyřešení 
má vzorec pro první derivaci se sedmým řádem přesnosti následující tvar: 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
h
hafhafhafhafhafhaf
af
60
3294545293 +++−++−−−+−−
=′ .    (2.57) 
  
Pro vypočtení druhé derivace se k sobě přičtou následující rovnice: 
 
( ) ( )hafhaf −++ , ( ) ( )hafhaf 22 −++ ,     ( ) ( )hafhaf 33 −++ .              (2.58) 
 
Získá se soustava tří rovnic, ve které se nacházejí jen sudé derivace. Po jejich vyřešení 
má vzorec pro druhou derivaci s šestým řádem přesnosti následující tvar: 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
.180
3222727049027022732
h
hafhafhafafhafhafhaf
af +++−++−−+−−−=′′ .     (2.59) 
 
V práci se používá posunutá síť, která je popsána v části 2.7. Proto je potřeba odvodit 
vzorce pro první derivaci a interpolaci mezi dvěma body sítě ve vzdálenosti 
2
h
, protože tlak je 
oproti rychlosti posunut právě o vzdálenost 
2
h
. V rovnicích (2.53), (2.54) a (2.55) se nahradí 
výraz h výrazem 
2
h
 a dostanou se Taylorovy rozvoje 




 ±
2
h
af , 




 ±
2
3h
af  a 




 ±
2
5h
af .  
Pro výpočet první derivace se provede analogická operace odčítání podle (2.56): 
 






−−





+
22
h
afhaf , 





−−





+
2
3
2
3 h
afhaf , 





−−





+
2
5
2
5 h
afhaf .             (2.60) 
 
Vyřešením soustavy tří rovnic se získá vzorec pro první derivaci v posunuté síti 
se sedmým řádem přesnosti: 
 
  ( )
h
h
afhafhafhafhafhaf
af
.1875
2
59
2
3125
2
2250
2
2250
2
3125
2
59 





++





+−





++





−−





−+





−−
=′ .  (2.61) 
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Pro výpočet interpolace se provede analogická operace sčítání podle (2.58): 
 






−+





+
22
h
afhaf , 





−+





+
2
3
2
3 h
afhaf , 





−+





+
2
5
2
5 h
afhaf .              (2.62) 
 
Vyřešením soustavy tří rovnic se získá vzorec pro interpolaci v posunuté síti s šestým 
řádem přesnosti: 
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2.5 Hyperbolické rovnice 
V řadě metod (resp. při testování úloh) popsaných v práci se vychází z jednodušší 
hyperbolické rovnice, která vyjadřuje zákon zachování pro dvoudimenzionální případ. 
Hyperbolická rovnice je dána vztahem (CASPER, ATKINS, 1993): 
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               (2.64) 
 
v(x,y,t) je vektor rychlosti a f(v(x,t)) a g(v(x,t)) jsou tzv. tokové funkce. 
V závislosti na tokové funkci f(v(x,t)) a g(v(x,t)) se hyperbolická rovnice (2.64) dělí na 
lineární a nelineární. 
Rovnice advekce 
Nechť funkce f(v(x,y,t)) a g(v(x,t)) jsou lineární funkce v(x,y,t) a definují se ve tvaru: 
 
( )( ) ),,(,, tyxavtyxvf =  , ( )( ) ),,(,, tyxavtyxvg = ,              (2.65) 
 
a je reálné číslo. Potom rovnice (2.64) přejde na lineární advekční rovnici: 
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Burgersova rovnice 
Další typ hyperbolické rovnice předpokládá, že f(v(x,y,t)) a g(v(x,t)) jsou nelineární 
funkce v(x,y,t). Nechť jsou definovány: 
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Modelování teplotně stratifikovaného proudění v atmosféře        22
Potom dosazením (2.67) do rovnice (2.64) se získá tzv. Burgersova rovnice v konzervativním 
tvaru: 
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Provedením derivace v (2.68) se dostane nekonzervativní Burgersova rovnice: 
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2.6 Metoda postupných kroků  
Řešení Navier-Stokesových rovnic a rovnice kontinuity pro nestlačitelné proudění má 
svá specifika. Rovnice kontinuity neobsahuje časovou derivaci hustoty, která se v případě 
stlačitelného proudění dá  použít spolu se stavovou rovnicí pro výpočet tlaku. 
Jsou dvě základní metody, jak se při nestlačitelném proudění postupuje. První 
možnost je použít tzv. metodu umělé stlačitelnosti (YANG et al., 1998). Druhá je metoda 
postupných kroků (BROWN et al., 2001), která je použita v práci. Je založena na rozložení 
řešení rovnice do několika kroků. 
V práci byla použita dvoukroková metoda. Navier-Stokesovy rovnice (1.54) lze 
schematicky napsat například pomocí Eulerovy časové diskretizace: 
 
( ) ,1 tPCvv iinini ∆++=+                    (2.70) 
 
Ci zahrnuje advekční a vazké členy a Pi je tlakový člen. 
Dvoukrokovou metodu postupných kroků lze zapsat: 
 
tCvv i
n
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Nejdříve se vypočte z Navier-Stokesových rovnic (1.54) bez tlakového členu pole 
vektoru rychlosti v*. Toto pole nesplňuje rovnici kontinuity. Proto následuje druhý krok 
metody, který schematicky naznačuje projekci rychlosti v* na vn+1 pomocí tzv. pseudotlaku Φ 
tak, že za tlakový člen Pi se dosadí gradient Φ: 
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.                   (2.73) 
 
V (2.73) se požaduje splnění rovnice kontinuity (1.49) pro vn+1. Použitím  operátoru 
divergence na (2.73) se dostane: 
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S přihlédnutím k vektorové analýze se (2.74) upraví na Poissonovu rovnici: 
 
tv ∆∇=∆Φ .. * .                    (2.75) 
 
Z rovnice (2.75) se spočte Φ pomocí Gauss-Seidelovy metody uvedené v části 2.8. 
Z gradientu Φ se vypočtou složky rychlosti  vn+1: 
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2.7 Posunutá síť  
Plně posunutá síť (staggered grid) byla poprvé uvedena v (HARLOW, WELCH, 1965). 
Pro numerické řešení Navier-Stokesových rovnic se používají dva druhy sítí. Na obr. č. 2.1(a) 
je znázorněna neposunutá (unstaggered) síť a na obr. č. 2.1(b) je částečně (partially) posunutá 
síť (MCDONOUGH, 2003). 
 
 
 
Obr. č. 2.1 – Neposunutá (a) a posunutá (b) síť 
 
Neposunutá síť má všechny tři počítané veličiny složky rychlosti u, v a tlak p ve 
stejném bodě v průsečících sítě, zatímco u částečně posunuté sítě je tlak p posunut oproti 
složkám rychlosti u, v o polovinu úhlopříčky buňky sítě.  
V této práci je použita pro výpočet tlakové korekce (druhého kroku řešení Navier-
Stokesových rovnic) částečně posunutá síť. V prvním kroku metody postupných kroků jsou 
vypočteny hodnoty složek rychlosti v průsečících sítě (viz obr. č. 2.1). Pro výpočet pravé 
strany Poissonovy rovnice jsou nejdříve hodnoty složek rychlosti interpolovány (viz část 2.4) 
do příslušných středů stran sítě. 
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Obr. č. 2.2 – Interpolované složky rychlosti u, v ve středu stran posunuté sítě  
 
Na obr. č. 2.2 znázorňují šipky ve vertikálním směru interpolovanou složku rychlosti v 
a šipky v horizontálním směru  interpolovanou složku rychlosti u. Následně je vypočtena 
divergence rychlosti pro uzly posunuté sítě, ve kterých se řešením Poissonovy rovnice určí 
pseudotlak Φ . 
 Analogicky se provede zpětná transformace Φ v uzlech posunuté sítě pomocí 
interpolace do středu stran sítě a vypočte se gradient Φ v průsečících neposunuté sítě ke 
korekci složek rychlosti. 
 
2.8 Poissonova rovnice 
 U metody postupných kroků (viz část 2.6) se ve druhém kroku provádí tlaková 
korekce rychlosti za splnění rovnice kontinuity, která převádí řešení na Poissonovu rovnici 
(2.75). Rovnice se diskretizuje pomocí vztahů pro první a druhou derivaci (viz část 2.4): 
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i,j označují buňky posunuté sítě, přičemž i je index ve směru osy x a j je index ve směru osy y. 
V (2.77) je na levé straně diskretizace Laplaceova operátoru. Na pravé straně je 
diskretizován operátor divergence.    
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Gauss-Seidlova metoda 
 Vztah (2.77) představuje soustavu lineárních rovnic. Jednou z možností řešení 
soustavy je iterační metoda. V práci byla použita Gauss-Seidlova metoda (RALSTON, 1978). 
Obecně soustava n lineárních rovnic pro n neznámých x1,…,xn má tvar: 
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aij jsou konstanty a bi je pravá strana. 
Gauss-Seidlovu iterační metodu lze pro systém rovnic (2.78) popsat vztahem: 
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k je iterační krok metody.  
Z (2.79) je vidět, že Gauss-Seidlova metoda používá v prováděné k+1 iteraci již 
vypočtené složky neznámé 1+kix . Popsaný algoritmus se též nazývá metodou postupných 
oprav. 
Pro iterační metodu (2.79) použitou na výpočet pseudotlaku Φ v soustavě rovnic 
(2.77) je počet iterací zvolen tak, aby maximální změna hodnot Φ ve dvou následných 
iteračních krocích byla menší než ε. 
 
2.9 Vnořená hranice  
Metoda vnořené hranice je vyvinuta pro simulování proudění okolo nebo uvnitř složité 
geometrie (KIM et al., 2001). Do pohybových rovnic je dodávána hybnost kompenzující 
hranici vnořeného tělesa pomocí interpolace rychlosti a do rovnice kontinuity je zabudován 
zdroj hmoty. Použitá metoda vnořené hranice je druhého řádu přesnosti. 
Interpolace rychlosti 
K získání hodnot rychlosti uvnitř vnořeného tělesa se používá metoda bilineární a 
lineární interpolace. 
Bilineární interpolace (viz obr. č. 2.3 (a)) vypočte neznámou hodnotu rychlosti U1 
z ostatních tří rychlostí iu~ . 
 Metoda bilineární interpolace je definována vztahem: 
 
( ) ( )( ) ( )[ ] αββαβαβα /~1~11~1 4321 kkkk uuuU −+−−+−−= ,                (2.80) 
 
kU1  je hledaná interpolovaná hodnota uvnitř vnořeného tělesa, kiu~  jsou hodnoty rychlostí vně 
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Obr. č. 2.3 – Interpolace rychlostí metodou – bilineární (a), lineární (b) 
 
vnořeného tělesa a pro α,β  platí: 
 ( )
( )13
3 1
xx
xx P
−
−
=α  ,                    (2.81) 
 ( )
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yy
yy P
−
−
=β  ,                    (2.82) 
 
x3, x1, xP1, y2 ,y1, yP1 jsou vzdálenosti plynoucí z obr. č. 2.4. 
 Obdobně se počítá složka rychlosti ve směru  osy y. 
  
 
 
Obr. č. 2.4 – Bilineární interpolace 
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Lineární interpolace se používá v případě (viz obr. č. 2.3 (b)), kdy je nutné určit dvě 
neznámé hodnoty rychlosti U1 a U2 uvnitř vnořeného tělesa. 
 
 
 
Obr. č. 2.5 – Rozdělení lineární interpolace 
 
Z obr. č. 2.5 je patrné, že lineární interpolace je rozdělena na dva případy:  
Jestliže je splněna podmínka Ayh ≤<0  (viz obr. č. 2.5(a)), potom platí: 
  
k
A
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y
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Při splnění podmínky BA yhy <<  (viz obr. č. 2.5(b)) platí: 
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kU1  je hledaná interpolovaná hodnota uvnitř vnořeného tělesa, kAu~  a kBu~  jsou hodnoty 
rychlostí vně vnořeného tělesa a h,yA,yB jsou vzdálenosti z obr. č. 2.5.  
Obdobně se počítá složka rychlosti ve směru osy y. 
Zdroj hmoty 
Metoda vnořené hranice dále využívá tzv. zdroj hmoty q, který se zabudovává do 
rovnice kontinuity (1.49) pro buňky (viz obr. č. 2.6) s interpolovanými rychlostmi: 
 
0=−
∂
∂ q
x
v
i
i
.                     (2.85) 
 
Zdroj hmoty q kompenzuje vnořené těleso a v buňkách s tímto tělesem odčítá od 
rovnice kontinuity divergenci interpolovaných rychlostí (viz obr. č. 2.6).  
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Obr. č. 2.6 – Zdroj hmoty 
 
Mimo vnořené těleso platí rovnice kontinuity: 
 
022 =∆+∆ xvyu
kk
,                    (2.86) 
 
ku2  a 
kv2  jsou rychlosti vně vnořeného tělesa a ∆x, ∆y jsou vzdálenosti mezi uzlovým bodem a 
vnořeným tělesem. 
Potom pro celou buňku bude platit na základě metody vnořené hranice: 
 
yxqxvyuxvyu kkkkk ∆∆+∆+∆=∆+∆ 22 ,                (2.87) 
 
ku1  a 
kv1  jsou rychlosti uvnitř tělesa. 
Dosazením (2.86) do (2.87) se dostane výraz pro zdroj hmoty:  
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Tento případ je individuální a je pro každou část vnořeného tělesa jiný. Řešení je však 
analogické.  
 
2.10 Strouhalovo číslo 
 Jedním z čísel, které je vhodné ke srovnání s ostatními publikacemi pro proudění 
okolo vnořeného tělesa, je Strouhalovo číslo St (STROUHAL, 1878). Číslo popisuje rychlost 
odtrhávání víru za vnořenou překážkou a definuje se: 
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maxu
fDSt = .                     (2.89) 
 
f  je frekvence odtrhávání vírů, D je charakteristický rozměr vnořeného tělesa a umax je 
nejvyšší rychlost na vstupu. 
 
2.11 Výpočet integrálu  
Pro znázornění proudnic jsou použity rovnice pro proudovou funkci (1.59) a (1.60) 
definované v části 1.5. K zjištění proudové funkce ψ  je nutné provést výpočet integrálu .  
Jednou z numerických metod pro výpočet integrálu je lichoběžníkové pravidlo, které 
je odvozeno z Newton-Cotesových rovnic (RALSTON, 1978). Nechť interval [ ]ba,  je rozdělen 
na m dílčích subintervalů, potom vzorec pro výpočet integrálu funkce f(x) pomocí 
lichoběžníkového pravidla má tvar: 
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( )jj haff +=  a ( )
m
abh −=  je délka subintervalu. 
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Kapitola 3  
 
Struktura programu 
 
 V této části práce je vysvětlena struktura programu a jsou uvedeny jeho rozšíření pro 
jednotlivé typy úloh. Dále jsou definovány počáteční a okrajové podmínky používané 
v programu a popsány způsoby zobrazování dat. 
 
3.1 Tvorba programu a jeho blokové uspořádání 
 Zdrojový kód programu je napsán v jazyce Fortran 90 Powerstation. Program vznikal 
pro numerická řešení systémů hyperbolických, Eulerových, Navier-Stokesových rovnic (resp. 
Navier-Stokesových rovnic s Boussinesquovou aproximací) popsaných v předcházejících 
kapitolách. Řešení jsou postavena na algoritmech numerických metod vysvětlených 
v kapitole 2. Postupná realizace dílčích programů pro jednotlivé systémy rovnic umožňuje 
jednoduší ověřování funkčnosti a přípravu numerických experimentů. Testování programu 
pro systém hyperbolických a Eulerových rovnic je provedeno na příkladech se známým 
analytickým řešením. Testování programu pro systém Navier-Stokesových rovnic se 
uskutečnilo porovnáním se známým numerickým řešením.  
Jako první vznikl program HYPERBOL k řešení hyperbolické rovnice pro 
dvourozměrný souřadný systém, rychlost u se skalárními tokovými funkce fu(u) a gu(u). 
Nejdříve byl naprogramován blok rekonstrukce tokové funkce pomocí WENO schémat 
s přesností pátého řádu popsaných v části 2.2, který je vnořen do bloku časové diskretizace 
rychlosti pomocí schéma Runge-Kutta s přesností čtvrtého řádu (viz část 2.3). Program je dále 
tvořen bloky počátečních a okrajových podmínek specifikovaných v části 3.2 a blokem 
výpisu počítaných dat (viz část 3.3). 
 
  Blok počátečních podmínek 
           
    
  
   
   Blok okrajových podmínek 
         
  
  
Blok časové diskretizace rychlosti:                       
u 
           
      
      
    
Blok rekonstrukce tokové 
funkce:                    
fu(u),gu(u) 
  
              
         
  Blok výpisu počítaných dat 
            
        
 Konec 
 
Obr. č. 3.1 – Struktura programu HYPERBOL 
 
Modelování teplotně stratifikovaného proudění v atmosféře        31
Testování programu HYPERBOL za účelem ověření jeho funkčnosti a výše 
popsaných schémat je provedeno pro numerické řešení lineární hyperbolické rovnice (viz část 
5.1.1), resp. nelineární Burgersovy rovnice (viz část 5.1.2). Počáteční podmínky vycházejí ze 
známého exaktního řešení v čase 0=t . Okrajové podmínky jsou proměnné s časem a na 
hranici se shodují s exaktním řešením. Na obr. č. 3.1 je znázorněna struktura programu 
HYPERBOL. 
Program HYPERBOL je dále rozšířen na program EULER k řešení systému 
Eulerových rovnic, který je popsán v části 1.2, pro dvoudimenzionální případ, pro vektor 
rychlosti (u,v) s vektorovými tokovými funkcemi (fu(u,v),fv(u,v)) a (gu(u,v),gv(u,v)) a s 
tlakovým členem. K řešení dvou Eulerových rovnic bez tlakového členu pro časovou derivaci 
složek rychlosti u a v  je program upraven na výpočet vektoru rychlosti s vektorovými 
tokovými funkcemi. Jedná se o blok rekonstrukce tokové funkce a blok časové diskretizace 
rychlosti. Rovnice kontinuity je řešena spolu s tlakovým členem metodou postupných kroků 
s tlakovou korekcí popsanou v části 2.6. Za tímto účelem byl k programu přidán blok tlakové 
korekce rychlosti, kde se provádí korekce vektoru rychlosti na základě pseudotlaku 
vypočteného z Poissonovy rovnice Gauss-Seidelovou metodou (viz část 2.8). Součástí je 
oboustranná transformace veličin mezi posunutými sítěmi popsaná v části 2.7.  
Testování programu EULER, za účelem ověření jeho funkčnosti a zejména bloku 
tlakové korekce rychlosti, je provedeno pro numerické řešení systému Eulerových rovnic se 
známým exaktním řešením (viz část 5.2). Počáteční podmínky se shodují s exaktním řešením 
v čase 0=t . Okrajové podmínky jsou proměnné s časem a na hranici se shodují s exaktním 
řešení. Na obr. č. 3.2 je znázorněna struktura programu EULER.  
 
  Blok počátečních podmínek 
           
    
  
   
   Blok okrajových podmínek 
         
  
  
Blok časové diskretizace rychlosti:                             
u,v 
              
      
      
    
Blok rekonstrukce tokové 
funkce: 
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Obr. č. 3.2 – Struktura programu EULER 
 
Program NAVIER-STOKES pro numerické řešení systému Navier-Stokesových 
rovnic, který je popsán v části 1.1, je rozšířením programu EULER o výpočet vazkých členů, 
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které jsou zakomponovány do tokové funkce (viz část 2.1). Do bloku rekonstrukce tokové 
funkce je vnořen blok centrální diskretizace derivace rychlosti popsané v části 2.4. 
Testování programu NAVIER-STOKES, za účelem ověření jeho funkčnosti a zejména 
bloku centrální diskretizace rychlosti, je provedeno pro známé numerické řešení čtvercové 
dutiny (viz část 5.3). Počáteční podmínky pro vektor rychlosti jsou nulové hodnoty. Pro 
vektor rychlosti na hranici platí Dirichletovy okrajové podmínky (viz část 4.3). 
Program je dále rozšířen o možnost řešení problému proudění okolo tělesa s využitím 
metody vnořené hranice popsané v části 2.9. Blok simulace rychlosti na hranici je přidán do 
bloku časové diskretizace rychlosti a blok zdroje hmoty na hranici do bloku tlakové korekce 
rychlosti. Na obr. č. 3.3 je znázorněna struktura programu NAVIER-STOKES. 
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Obr. č. 3.3 – Struktura programu NAVIER-STOKES 
 
Program BOUSSINESQ pro numerické řešení systému Navier-Stokesových rovnic s 
Boussinesquovou aproximací (viz část 1.3) je rozšířen o výpočet poruchy potenciální teploty 
θ ′  s tokovými funkcemi ( )vu,,θθ ′′f  a ( )vu,,θθ ′′g . Jedná se o úpravu bloku 
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rekonstrukce tokové funkce a bloku časové diskretizace rychlosti. Na obr. č. 3.4 je znázorněna 
struktura programu BOUSSINESQ. 
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Obr. č. 3.4: Struktura programu BOUSSINESQ 
 
 V uvedených programech jsou použity dva způsoby ukončení výpočtu. V případě 
nestacionárních úloh je výpočet ukončen v definovaném čase. Pro stacionární úlohy je 
výpočet ukončen, když pro L2 normu (3.1) přes celou výpočetní oblast bude platit nerovnost 
(3.2). 
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,       (3.1) 
 
m je počet CV ve výpočetní oblasti. 
 
ε≤
2
e ,           (3.2) 
 
ε je malé číslo.  
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3.2 Počáteční a okrajové podmínky 
 V části 3.1 jsou jako součást programu uvedeny bloky počátečních a okrajových 
podmínek. Tyto podmínky jsou velice důležité při řešení parciálních diferenciálních rovnic. 
Pro nelineární rovnice platí, že při malé změně počátečních a okrajových podmínek může 
dojít k velké změně celkového řešení. V práci jsou řešeny okrajové podmínky rozšířením 
výpočetní oblasti o buňky na okrajích (tzv. ghost cells). Do těchto buněk jsou dosazeny 
extrapolované hodnoty jednotlivých veličin, pro které se okrajové podmínky tvoří.  
Jsou použity dva druhy okrajových podmínek. Dirichletova okrajová podmínka je  
definována tak, že se pro veličinu na hranici výpočetní oblasti dosazuje přímo předepsaná 
hodnota. U Neumannovy okrajové podmínky se pro derivace veličiny na hranici výpočetní 
oblasti dosazuje přímo předepsaná hodnota. Tyto dvě podmínky se mohou používat každé 
samostatně, ale lze je i různě kombinovat po částech hranice. 
Využitím metody vnořené hranice (viz část 2.9) jsou zavedeny speciální okrajové 
podmínky pro vnořené těleso. 
Počáteční podmínky musí splňovat okrajové podmínky a nedivergentnost pole 
z rovnice kontinuity. 
 
3.3 Výstupní data 
 V části 3.1 je jako součást programů použit blok výpisu počítaných dat. V předem 
určených časových odstupech je prováděn výpis počítaných dat. Časové odstupy jsou voleny 
individuálně pro každý problém podle požadavků řešené úlohy. 
Složky rychlostí, vorticita, proudová funkce a L2 norma jsou zapisovány do souborů 
ve formátu txt pro zpracování programy Excel nebo Access a do formátu grd pro zpracování 
programem Golden software Surfer 8.0. 
Program Access slouží pro případné předzpracování počítaných dat. Grafy jsou 
tvořeny programem Excel, kde jsou prováděny i některé dílčí výpočty. Obrázky jsou tvořeny 
v programu Golden software Surfer 8.0. 
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Kapitola 4  
 
Zadání úloh 
 
V této kapitole je popsáno zadání všech zde numericky řešených úloh. Jsou to 
testovací úlohy se známým exaktním řešením, resp. se známým numerickým řešením, úlohy 
pro program NAVIER-STOKES řešící atmosférické proudění okolo vnořených těles a úloha 
pro program BOUSSINESQ, která zahrnuje vliv teplotní stratifikace proudění. 
 
4.1 Testovací úlohy pro program HYPERBOL 
První dvě testovací úlohy se týkají ověření funkčnosti a správnosti programu 
HYPERBOL na numerické řešení hyperbolické rovnice, kde je použita rekonstrukce tokové 
funkce pomocí WENO schémat a časová diskretizace pomocí schéma Runge-Kutta. 
 Dvoudimenzionální hyperbolická rovnice je definována vztahem (2.64). 
První testovací úloha je spojena s numerickým řešením lineární rovnice advekce 
(2.66). Druhá testovací úloha je spojena s numerickým řešením nelineární Burgersovy rovnice 
(2.68). Obě úlohy jsou převzaty z (CASPER, ATKINS, 1993). 
Exaktní řešení lineární rovnice advekce (2.66) s počáteční podmínkou (4.3) pro 
nekonečnou oblast je: 
 
( ) ( )
2
12cos
2
1
,, +−+= tyxtyxu pi .        (4.1) 
 
Exaktní řešení nelineární Burgersovy rovnice (2.68) s počáteční podmínkou (4.3) pro 
nekonečnou oblast je: 
 
( ) ( )
2
12cos
2
1
,, +−+= utyxtyxu pi .        (4.2) 
 
Počáteční podmínka je: 
 
( ) ( )
2
1
cos
2
10,, ++= yxyxu pi .        (4.3) 
 
Program HYPERBOL řeší obě úlohy pro omezenou oblast. Proto jsou zvoleny 
okrajové podmínky proměnné s časem a na hranici oblasti se shodují s exaktním řešením (4.1) 
a (4.2).  
Pro numerické řešení obou úloh jsou použity následující parametry: 
• Ortogonální a ekvidistantní síť 128x192. 
• Výpočetní zóna je omezena na oblast pro [ ]1,1, −∈yx . 
• Podmínka stability řešení je pro použité schéma Runge-Kutta 3/2=CFL  a pro výpočet je 
vzato 70 % této hodnoty. 
• Výpočet lineární rovnice advekce je prováděn do času 0,2=t . 
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• Nelineární Burgersova rovnice je počítána do času 15,0=t , kdy řešení zůstává hladké. 
 
4.2 Testovací úloha pro program EULER 
Třetí testovací úloha se týká ověření funkčnosti a správnosti programu EULER na 
numerické řešení systému Eulerových rovnic, kde je použita metoda postupných kroků 
s tlakovou korekcí. 
Systém Eulerových rovnic je odvozen v části 1.2 a lze jej zapsat v konzervativním 
tvaru (KOZEL, FÜRST, 2001): 
 
( ) ( ) 0=++ yxt WGWFW ,         (4.4) 
  
kde: 
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První vztah v (4.4) a (4.5) vyjadřuje rovnici kontinuity pro nestlačitelnou tekutinu a 
druhý a třetí vztah jsou pohybové rovnice s tlakovým členem. Metoda postupných kroků 
zahrnuje rovnici kontinuity do výpočtu tlakové korekce rychlosti. Úloha je převzata z 
(MINION, 1996). 
Exaktní řešení rovnice (4.4) je pro nekonečnou oblast: 
 
( ) ( )( ) ( )( )tytxtyxu −−−= pipi 2sin2cos21,, ,       (4.6) 
 
( ) ( )( ) ( )( )tytxtyxv −−+= pipi 2cos2sin21,, ,       (4.7) 
 
( ) ( )( ) ( )( )tytxtyxp −−−−= pipi 4cos4cos,, ,       (4.8) 
 
s počátečními podmínkami: 
 
( ) ( ) ( )yxyxu pipi 2sin2cos210,, −= ,        (4.9) 
 
( ) ( ) ( )yxyxv pipi 2cos2sin210,, += ,                  (4.10) 
 
( ) ( ) ( )yxyxp pipi 4cos4cos0,, −−= .                  (4.11) 
 
Program EULER řeší danou úlohu pro omezenou oblast. Proto jsou zvoleny okrajové 
podmínky složky rychlosti proměnné s časem a na hranici oblasti se shodují s exaktním 
řešením (4.6) a (4.7). Pro tlak (resp. pro pseudotlak Φ) je použita lineární extrapolace do 
okrajů. 
Pro výpočet jsou dále použity následující parametry: 
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• Ortogonální a ekvidistantní síť 192x192. 
• Výpočetní zóna je omezena na oblast pro [ ]1,1, −∈yx . 
• Podmínka stability řešení je pro použité schéma Runge-Kutta a pro soustavu dvou rovnic 
3/1=CFL  a pro výpočet je vzato 70 % této hodnoty. 
• Výpočet je prováděn do času 5.0=t . 
 
4.3 Testovací úloha pro program NAVIER-STOKES 
Čtvrtá testovací úloha se týká ověření funkčnosti a správnosti programu NAVIER-
STOKES na numerické řešení systému Navier-Stokesových rovnic, kde je oproti programu 
EULER doplněn výpočet vazkých členů. 
Systém Navier-Stokesových rovnic je odvozen v části 1.1 a je popsán rovnicemi  
v konzervativním tvaru (2.5), (2.6) a (2.7). 
 První vztah v (2.5), (2.6) a (2.7) vyjadřuje rovnici kontinuity pro nestlačitelnou 
tekutinu a druhý a třetí vztah jsou pohybové rovnice s vazkým členem. 
Čtvrtá testovací úloha je proudění v dutině se čtvercovým průřezem s okrajovými 
podmínkami podle obr. č. 4.1. Úloha, kterou je možno simulovat například městskou zástavbu 
či kaňon, je převzata z (GHIA, 1982) a (FUKA, 2006). 
 
 
Obr. č. 4.1 – Okrajové podmínky pro proudění v dutině se čtvercovým průřezem 
 
Počáteční podmínky pro vektor rychlosti jsou nulové hodnoty. 
Okrajová podmínka: 
• Pro složky vektoru rychlostí je vzata Dirichletova okrajová podmínka: 
o v=0 po celé hranici,  
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o u=0 po celé hranici kromě horního okraje, 
o u=1 na horním okraji. 
• Pro hodnoty tlaku (resp. pseudotlaku Φ) je použita lineární extrapolace do okrajů. 
Pro výpočet jsou použity následující parametry: 
• Úloha je počítána na oblasti [ ] [ ]1,01,0 ×∈Ω . 
• Podmínka stability řešení je pro použité schéma Runge-Kutta a pro soustavu dvou rovnic 
3/1=CFL  a a pro výpočet je vzato 70 % této hodnoty. 
• Reynoldsovo číslo je voleno dle článku (FUKA, 2006), aby bylo možné provést srovnání. 
Hodnoty Re jsou 100; 1000; 5000. 
• Pro Re 100; 1000 je použita ortogonální a ekvidistantní síť 160x160 a pro Re 5000 je  
260x260. 
   
4.4 Úlohy proudění okolo vnořeného tělesa  
Další úlohy, které jsou v práci řešeny, je proudění okolo vnořených válců s různými 
průřezy. Jedná se o válec čtvercového průřezu podle (BREUER, 2000) a kruhovém průřezu 
podle (LINNICK, FASEL, 2005). 
 
 
 
Obr. č. 4.2 – Proudění okolo vnořeného válce čtvercového průřezu 
 
 
 
Obr. č. 4.3 – Proudění okolo vnořeného válce kruhového průřezu  
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Na obr. č. 4.2 a 4.3 jsou schematicky zobrazeny jednotlivé úlohy. 
Úlohy jsou řešeny programem NAVIER-STOKES, který vychází ze systému Navier-
Stokesových rovnic popsaného vztahy (2.5), (2.6) a (2.7). 
Počáteční podmínky pro vektor rychlosti jsou nulové hodnoty. 
Okrajové podmínky: 
• Na vstupu je pro složky rychlosti použita Dirichletova okrajová podmínka: 
o v=0, 
o u na vstupu je zvolena velikostně ve tvaru paraboly tak, že uprostřed je u=1 a 
směrem k dolní a horní hranicí se její velikost snižuje k nule. Průběh vtokové 
rychlosti u je zvolen podle (BREUER, 2000) z důvodu menšího ovlivnění řešení při 
horní a dolní hranici okrajovou podmínkou.   
• Na dolní a horní hranici je použita okrajová podmínka: 
o 0=
∂
∂
y
u
, 
o 0=v . 
• Na výstupu je použita Neumannova okrajová podmínka, aby byl zachován odtok tekutiny: 
o 0=
∂
∂
=
∂
∂
x
v
x
u
. 
• Čtvercový průřez je umístěn do proudění tak, že jeho strany jsou rovnoběžné se sítí, proto 
na něj nemusí být aplikována metoda vnořené hranice. Pro složky vektoru rychlosti je 
vzata nulová Dirichletova okrajová podmínka. 
• Pro vnořený válec s kruhovým průřezem je použita metoda vnořené hranice (viz část 2.9).  
• Hodnoty tlaku (resp. pseudotlaku Φ) jsou lineárně extrapolovány do okrajů. 
Výpočet se provádí s následujícími bezrozměrnými parametry: 
• Úlohy jsou počítány pro oblast podle obr. č. 4.2 a 4.3:  
o L=50, 
o H=16, 
o LA=12, 
o d=1. 
Parametry odpovídají údajům popsaným v (BREUER, 2000). 
• Poměr blokace 
H
d
=β  je 0,0625. 
• Výpočty jsou prováděny pro Reynoldsovo číslo 30; 200.  
• Pro obě Re použita ortogonální a ekvidistantní síť 800x256. 
• Ze zvolené sítě jsou rozměry CV 
16
1
=∆=∆ yx . 
 
4.5 Úloha proudění okolo vnořeného tělesa s vlivem teplotní stratifikace 
 Poslední úlohou je proudění okolo vnořeného válce se čtvercovým průřezem s vlivem 
teplotní stratifikace. Uspořádání úlohy je schématicky zobrazeno na obr. č. 4.2. Podobný 
problém je řešen i v (FÜRST, FRAUNIE, 2007) a (FÜRST et al., -).  
Úloha je řešena programem BOUSSINESQ, který vychází ze systému Navier-
Stokesových rovnic s Boussinesquovou aproximací (viz část 1.3) v konzervativním tvaru 
(FÜRST, FRAUNIE, 2007): 
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První vztah v (4.12), (4.13) a (4.14) vyjadřuje rovnici kontinuity pro nestlačitelnou 
tekutinu, druhý a třetí vztah jsou pohybové rovnice s vazkým členem a čtvrtý vztah je rovnice 
pro poruchu potenciální teploty. 
Počáteční a okrajové podmínky jsou vzaty shodně s úlohou proudění okolo vnořeného 
válce se čtvercovým průřezem uvedenou v části 4.4. 
Počáteční podmínka pro poruchu potenciální teploty je nulová hodnota a pro 
okrajovou podmínku je použita lineární extrapolace do okrajů. 
Výpočet je prováděn za stejných parametrů oblasti jako v úloze popsané v části 4.4 a 
bezrozměrná čísla jsou: 
• Reynoldsovo číslo 200. 
• Froudeovo číslo je voleno Fr=1,00; 0,10; 0,01, což odpovídá g=1; 10; 100. 
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Kapitola 5  
 
Prezentace výsledků 
 
V kapitole 4 je uvedeno zadání úloh řešených v práci pomocí programů, jejichž 
struktura je popsána v kapitole 3. Výsledky numerických experimentů jsou v této kapitole 
prezentovány včetně diskuze. 
 
5.1 Hyperbolické rovnice 
Zadání úloh je uvedeno v části 4.1. Řešení úloh pro hyperbolickou rovnici je 
provedeno programem HYPERBOL.  
 
5.1.1 Rovnice advekce 
 Exaktní řešení rovnice advekce (2.66) je definováno vztahem (4.1) s počáteční 
podmínkou (4.3). Na obr. č. 5.1 je zobrazeno srovnání vypočteného (a) a exaktního (b) řešení 
v čase t=2,0. 
 
 
 
Obr. č. 5.1 – Srovnání řešení lineární hyperbolické rovnice: (a) vypočtené, (b) exaktní 
 
Řešení odpovídá vlně šířící se pod úhlem 45° k osám x a y. Vlna je podle počáteční 
podmínky (4.3) kosinového tvaru a řešení rovnice advekce si i v čase t=2,0 kosinový tvar 
zachovává (viz obr. č. 5.1).   
Dále je uvedena L2 norma vyjadřující chybu mezi exaktním a vypočteným řešením. 
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2 10 . 2,5166=e .           (5.1) 
 
 
5.1.2 Burgersova rovnice  
 Exaktní řešení Burgersovy rovnice (2.68) je definováno vztahem (4.2) s počáteční 
podmínkou (4.3). Na obr. č. 5.2 je zobrazeno srovnání vypočteného (a) a exaktního (b)  řešení 
v čase t=0,15.   
 
 
 
Obr. č. 5.2 – Srovnání řešení Burgersovy rovnice: (a) vypočtené, (b) exaktní 
 
Řešení odpovídá vlně šířící se pod úhlem 45° k osám x a y. Vlna je podle počáteční 
podmínky (4.3) kosinového tvaru, ale řešení Burgersovy rovnice v čase t=0,15 původní 
kosinový tvar deformuje (viz obr. č. 5.2). Stává se nesymetrický a zašpičaťuje se.   
Dále je uvedena L2 norma vyjadřující chybu mezi exaktním a vypočteným řešením. 
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2 1.3312.10=e .           (5.2) 
 
 
5.1.3 Diskuse výsledků 
Hodnoty L2 normy (5.1) a (5.2) jsou ve srovnání s údaji z (CASPER, ATKINS, 1993) 
o dva řády nižší a porovnáním exaktního a vypočteného řešení na obr. č. 5.1 a 5.2 je možno 
pokládat vypočtené řešení za dostatečně přesné.  
Tím se ověřila funkčnost programu HYPERBOL, schémat WENO a časové 
diskretizace pomocí metody Runge-Kutta. 
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5.2 Systém Eulerových rovnice 
Zadání úlohy je uvedeno v části 4.2. Řešení úlohy pro systém Eulerových rovnic (4.4) 
a (4.5) je provedeno programem EULER.  
Exaktní řešení systému Eulerových rovnic je definováno vztahem (4.6), (4.7) a (4.8) 
s počáteční podmínkou (4.9), (4.10) a (4.11) 
 
 
 
Obr. č. 5.3 – Složka rychlosti u Eulerových rovnic: (a) vypočtené, (b) exaktní řešení 
 
 
 
Obr. č. 5.4 – Složka rychlosti v Eulerových rovnic: (a) vypočtené, (b) exaktní řešení 
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Vypočtené složky rychlosti u a v jsou v čase t=0,5 znázorněny na obr. č. 5.3 a 5.4, kde 
je současně srovnání (a) vypočteného a (b) exaktního řešení. 
Počáteční tvar složek rychlosti odpovídá průniku dvou na sebe kolmých kosinových 
vln. Řešením systému Eulerových rovnic dochází k jejich kmitavému šíření pod 45° k osám x 
a y. U vypočteného řešení dochází oproti exaktnímu řešení k překmitnutí v oblasti maxim a 
minim složek rychlostí u a v a k lokální difuzi v rozích oblasti průchodu nulou. Tyto jevy jsou 
zřejmě zapříčiněny vlivem tlakové korekce, protože se orientačně vyzkoušelo numerické 
řešení systému Eulerových rovnic, kdy tlak byl zahrnut do tokové funkce a tlaková korekce 
počítala jenom vliv splnění rovnice kontinuity. V tomto případě se zejména v oblasti extrémů 
vypočtené řešení prakticky shodovalo s exaktním řešením. 
Hodnota L2 normy vyjadřující chybu mezi exaktním a vypočteným řešením je: 
 
-09
2 1.4669.10=e .          (5.3) 
 
Hodnota L2 normy (5.3) je ve srovnání s údaji z (MINION, 1996) výrazně nižší a 
porovnáním obr. č. 5.3 (a),(b) a 5.4 (a),(b) je můžno pokládat vypočtené složky rychlosti 
za dostatečně přesné. 
 V této úloze se ověřilo WENO schéma pro systém dvou rovnic a odzkoušela se 
metoda postupných kroků s tlakovou korekcí.  
 
5.3 Dutina se čtvercovým průřezem  
 
Obr. č. 5.5 – Schéma proudění ve čtvercové dutině 
 
Zadání úlohy je uvedeno v části 4.3. K řešení úlohy pro systém Navier-Stokesových 
rovnic (2.5), (2.6) a (2.7) se použil program NAVIER-STOKES.  
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Výpočet je prováděn pro Reynoldsova čísla 100; 1000; 5000 do okamžiku, kdy se 
proudění považuje za stacionární. 
Schematicky je možno řešení všech tří případů shrnout do obr. č. 5.5. Uprostřed 
čtvercové dutiny vzniká primární vír a v závislosti na Reynoldsově čísle vznikají další menší 
víry v dolních rozích čtverce a v levém horním rohu. 
Tento příklad nemá exaktní řešení, ale je často řešen experimenty, a je tedy možnost 
porovnání s výsledky uvedenými např. v (GHIA, 1982) a (FUKA, 2006). Pro jednotlivé případy 
jsou odečítány rozměry vírů, tzn. pro primární vír je odečtena souřadnice středu (x,y), 
sekundárním a terciárním vírům se odečítají jak souřadnice středu, tak souřadnice míst jejich 
odtrhávání v jednotlivých směrech (H ve směru osy x a V ve směru osy y). 
Odečítání jednotlivých hodnot z obrázků má minimální chybu ± ∆x, což pro Re 
100; 1000 dává chybu 006,0±=σ a pro Re 5000 je chyba 004,0±=σ . 
Reynoldsovo číslo 100  
Pro tento případ jsou použity parametry uvedené v části 4.3. Vytvořil se primární vír a 
následně dva sekundární víry v levém a pravém dolním rohu.  
 
 
 
Obr. č. 5.6 – Zobrazení proudnic a velikosti rychlosti v dutině pro Re 100 
 
Modelování teplotně stratifikovaného proudění v atmosféře        46
Na obr. č. 5.6 je znázorněno pole proudění pomocí proudnic ψ, které jsou vypočteny 
z proudové funkce, a barevně je zobrazena velikost rychlosti vr . 
V tab. č. 5.1 je provedeno srovnání vypočtených hodnot parametrů jednotlivých vírů 
s (GHIA, 1982) a (FUKA, 2006). PV značí primární vír, SVvpravo je sekundární vír tvořící se 
v pravém dolním rohu a SVvlevo je sekundární vír tvořící se v levém dolním rohu 
 
Re 100   
Tato 
práce 
Literatura 
(FUKA, 2006) 
Literatura 
(GHIA, 1982) 
PV x 0,618 0,616 0,6172 
  y 0,737 0,739 0,7344 
SVvpravo  x 0,945 0,942 0,9453 
  y 0,061 0,061 0,0625 
  H 0,132 0,136 0,1328 
  V 0,149 0,154 0,1484 
SVvlevo  x 0,034 0,034 0,0313 
  y 0,034 0,034 0,0391 
  H 0,080 0,084 0,0781 
  V 0,078 0,084 0,0781 
 
Tab. č. 5.1 – Parametry vírů pro Re 100 
 
Reynoldsovo číslo 1000 
V případě Re 1000 jsou použity parametry uvedené v části 4.3. V poli proudění se 
utvořil primární vír, následně dva sekundární víry v levém a pravém dolním rohu a terciární 
vír v pravém dolním rohu. 
Na obr. č. 5.7 je znázorněno pole proudění pomocí proudnic ψ, které jsou vypočteny 
z proudové funkce, a barevně je zobrazena velikost rychlosti vr .  
V tab. č. 5.2 je provedeno srovnání vypočtených hodnot parametrů jednotlivých vírů 
s (GHIA, 1982) a (FUKA, 2006).. PV značí primární vír, SVvpravo je sekundární vír tvořící se 
v pravém dolním rohu, TVvpravo je terciární vír, který se navíc tvoří pod sekundárním v pravém 
dolním rohu, a SVvlevo je sekundární vír tvořící se v levém dolním rohu. 
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Obrázek č. 5.7– Zobrazení proudnic a velikosti rychlosti v dutině pro Re 1000 
 
Re 1000   
Tato 
práce 
Literatura 
(FUKA, 2006) 
Literatura 
(GHIA, 1982) 
PV x 0,533 0,532 0,5313 
  y 0,562 0,566 0,5625 
SVvpravo  x 0,868 0,865 0,8594 
  y 0,111 0,112 0,1094 
  H 0,295 0,301 0,3034 
  V 0,354 0,365 0,3536 
TVvpravo  x 0,994 0,992 0,9922 
  y 0,007 0,007 0,0078 
  H 0,009 0,022 0,0078 
  V 0,011 0,023 0,0078 
SVvlevo  x 0,083 0,082 0,0859 
  y 0,075 0,076 0,0781 
  H 0,219 0,225 0,2188 
  V 0,169 0,169 0,1680 
 
Tab. č. 5.2 – Parametry vírů pro Re 1000 
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Reynoldsovo číslo 5000  
V případě Re 5000 jsou použity parametry odlišné od předchozích dvou případů     
(viz část 4.3). Úloha je počítána pro jemnější síť. Oproti předchozímu případu se kromě 
terciárního víru vpravo dole utvořil i terciární vír vlevo dole a sekundární vír v levém horním 
rohu. 
Na obr. č. 5.8 je znázorněno pole proudění pomocí proudnic, které jsou vypočteny 
z proudové funkce ψ, a barevně je vykreslena velikost rychlosti vr .  
V tab. č. 5.3 je provedeno srovnání vypočtených hodnot parametrů jednotlivých vírů 
s (GHIA, 1982) a (FUKA, 2006). PV značí primární vír, SVvpravo je sekundární vír tvořící se 
v pravém dolním rohu, TVvpravo je terciární vír, který se tvoří pod sekundárním v pravém 
dolním rohu, SVvlevo je sekundární vír tvořící se v levém dolním rohu , TVvlevo je terciární vír, 
který se tvoří pod sekundárním v levém dolním rohu, a  SVL_nahoře je sekundární vír tvořící se 
v levém horním rohu.  
 
 
 
Obr. č. 5.8 – Zobrazení proudnic a velikosti rychlosti v dutině pro Re 5000 
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Re 5000   
Tato 
práce 
Literatura 
(FUKA, 2006) 
Literatura 
(GHIA, 1982) 
PV x 0,526 0,532 0,5117 
  y 0,520 0,549 0,5352 
SVvpravo  x 0,849 0,809 0,8086 
  y 0,084 0,072 0,0742 
  H 0,321 0,356 0,3565 
  V 0,400 0,426 0,4180 
TVvpravo  x 0,996 0,979 0,9805 
  y 0,010 0,018 0,0195 
  H 0,017 0,054 0,0528 
  V 0,024 0,040 0,0417 
SVvlevo  x 0,099 0,062 0,0703 
  y 0,072 0,156 0,1367 
  H 0,327 0,330 0,3184 
  V 0,261 0,289 0,2643 
TVvlevo  x 0,008 0,018 0,0117 
  y 0,008 0,021 0,0078 
  H 0,019 0,050 0,0156 
  V 0,018 0,064 0,0163 
SVL_nahoře  x 0,020 0,061 0,0625 
  y 0,856 0,910 0,9102 
  H 0,033 0,113 0,1211 
  V 0,257 0,258 0,2693 
 
Tab. č. 5.3 – Parametry vírů pro Re = 5000 
 
Diskuze výsledků 
Výsledky jednotlivých případů se podobají očekávaným výsledkům v (GHIA, 1982) a 
(FUKA, 2006). Srovnáním odměřených hodnot jednotlivých vírů s ostatními pracemi je 
uvedeno v tab. č. 5.1, 5.2 a 5.3. Pro Re 100; 1000 se vypočtené parametry víru v rámci 
přesnosti výpočtu shodují s ostatními publikacemi. Pro Re 5000 dochází k odchylce umístění 
levého horního víru a terciálního víru vpravo dole, což je zejména způsobeno nedostatečně 
jemnou sítí v okolí hranice. 
Touto úlohou se ověřil výpočet systému Navier-Stokesových rovnic.  
 
5.4 Proudění okolo vnořeného tělesa 
Zadání úloh je uvedeno v části 4.4. Pro řešení úloh pro systém Navier-Stokesových 
rovnic se použil program NAVIER-STOKES.  
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5.4.1 Vnořený válec s průřezem ve tvaru čtverce 
 Jako první je počítán případ proudění okolo vnořeného válce se čtvercovým průřezem, 
který je schématicky znázorněn na obr. č. 4.2. 
Výpočet je prováděn jak do stacionárního (viz Re 30), tak do nestacionárního stavu 
(viz Re 200), který je ukončen v čase, kdy Kármánova vírová cesta je dostatečně vyvinutá.   
Reynoldsovo číslo 30 
Pro Re 30 je numerický experiment ukončen při dosažení stacionárního stavu, kdy 
hodnota L2 normy (3.1) je dostatečně malá (3.2). Z obr. č. 5.9 je patrné, že za vnořeným 
válcem se utvořily dva stacionární víry symetricky nad sebou.  
 
 
 
Obr. č. 5.9 – Válec se čtvercovým průřezem Re 30, proudová funkce 
 
 
 
Obr. č. 5.10 – Válec se čtvercovým průřezem Re 30, vorticita 
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Na obr. č. 5.9, 5.10 a 5.11 jsou znázorněny proudnice vypočtené pomocí proudové 
funkce ψ, vorticita ω a pole proudění pomocí vektorů rychlosti v. 
 
 
 
Obr. č. 5.11 – Válec se čtvercovým průřezem Re 30, vektory rychlosti 
 
Reynoldsovo číslo 200 
 Pro Re 200 je řešení nestacionární a výpočet je ukončen ve zvolených časech. 
Pro ilustraci jsou uvedeny výsledky numerického experimentu v časech t1=25 a t2=130.  
Na obr. č. 5.12, 5.13 a 5.14 je stav v čase t1, kdy se za válcem utváří jen dva 
symetrické víry jako v případě pro Re 30. Uvedené výsledky jsou znázorněny vypočtenými 
proudnicemi z proudové funkce ψ, vorticitou ω a vektory rychlosti v. 
 
 
 
Obr. č. 5.12 – Válec se čtvercovým průřezem Re 200, nevyvinutá vírová cesta, 
proudová funkce 
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Obr. č. 5.13 – Válec se čtvercovým průřezem Re 200, nevyvinutá vírová cesta, vorticita 
 
 
 
Obr. č. 5.14 – Válec se čtvercovým průřezem Re 200, nevyvinutá vírová cesta, 
vektory rychlosti 
 
Na obr. č. 5.15, 5.16 a 5.17 je znázorněn stav v čase t2, kdy je Kármánova vírová cesta 
dostatečně vyvinutá. Uvedené výsledky jsou znázorněny vypočtenými proudnicemi 
z proudové funkce ψ, vorticitou ω a velikostí rychlosti vr . 
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Obr. č. 5.15 – Válec se čtvercovým průřezem Re 200, vyvinutá vírová cesta, 
proudová funkce 
 
 
 
Obr. č. 5.16 – Válec se čtvercovým průřezem Re 200, vyvinutá vírová cesta, vorticita 
 
 
 
Obr. č. 5.17: Válec se čtvercovým průřezem Re 200, vyvinutá vírová cesta, 
velikost rychlosti 
 
Dále je určováno Strouhalovo číslo (2.89), které je definováno v části 2.10. Na obr. 
č. 5.18 je vynesena závislost vorticity na čase v bodě x=13,75; y=8,00 pro ( )140;70∈t , 
ze které je vypočteno Strouhalovo číslo St = 0,128. Srovnání vypočtené hodnoty St s údaji 
uvedenými v (BREUER, 2000) a (FUKA, 2006) je v tab. č. 5.4. 
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Strouhalovo číslo čtverec (x=13,75;y=8,00)
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Obr. č. 5.18 – Časový průběh vorticity pro Re 200 
 
 
 St (Re 200) 
Tato práce 0,128 
Literatura (FUKA, 2006) 0,142 
Literatura (BREUER, 2000) 0,145 
 
Tab. č. 5.4 –  Srovnání Strouhalova čísla pro Re 200 
 
 
5.4.2 Vnořený válec s průřezem ve tvaru kruhu 
 Druhým případem je proudění okolo vnořeného válce s kruhovým průřezem, který je 
schematicky znázorněn na obrázku č. 4.3. 
Výpočet je prováděn jak do stacionárního (viz Re 30), tak do nestacionárního stavu 
(viz Re 200), který je ukončen v čase, kdy Kármánova vírová cesta je dostatečně vyvinutá.   
Reynoldsovo číslo 30 
Pro Re 30 je numerický experiment ukončen při dosažení stacionárního stavu, kdy 
hodnota L2 normy (3.1) je dostatečně malá (3.2). Z obr. č. 5.19 je patrné, že za vnořeným 
válcem se utvořily dva stacionární víry symetricky nad sebou.  
Na obr. č. 5.19, 5.20 a 5.21 jsou znázorněny proudnice vypočtené pomocí proudové 
funkce ψ, vorticita ω a pole proudění pomocí vektorů rychlosti v. 
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Obr. č. 5.19 – Válec s kruhovým průřezem Re 30, proudová funkce 
 
 
 
Obr. č. 5.20 – Válec s kruhovým průřezem Re 30, vorticita 
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Obr. č. 5.21 – Válec s kruhovým průřezem Re 30, vektory rychlosti 
 
Reynoldosovo číslo 200 
 Pro Re 200 je nestacionární a výpočet je ukončen ve zvolených časech. Pro ilustraci 
jsou uvedeny výsledky numerického experimentu v časech t1=25 a t2=140.  
Na obr. č. 5.22, 5.23 a 5.24 je stav v čase t1, kdy se za válcem utváří jen dva 
symetrické víry jako v případě pro Re 30. Uvedené výsledky jsou znázorněny vypočtenými 
proudnicemi z proudové funkce ψ, vorticitou ω a vektory rychlosti v. 
 
 
 
Obr. č. 5.22 – Válec s kruhovým průřezem Re 200, nevyvinutá vírová cesta,  
proudová funkce 
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Obr. č. 5.23 – Válec s kruhovým průřezem Re 200, nevyvinutá vírová cesta, vorticita 
 
 
 
Obr. č. 5.24 – Válec s kruhovým průřezem Re 200, nevyvinutá vírová cesta,  
vektory rychlosti 
 
Na obr. č. 5.25, 5.26 a 5.27 je znázorněn stav v čase t2, kdy je Kármánova vírová cesta 
dostatečně vyvinutá. Uvedené výsledky jsou znázorněny vypočtenými proudnicemi 
z proudové funkce ψ, vorticitou ω a velikostí rychlosti vr . 
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Obr. č. 5.25 – Válec s kruhovým průřezem Re 200, vyvinutá vírová cesta, proudová funkce 
 
 
 
Obr. č. 5.26 – Válec s kruhovým průřezem Re 200, vyvinutá vírová cesta, vorticita 
 
 
 
Obr. č. 5.27 – Válec s kruhovým průřezem Re 200, vyvinutá vírová cesta, 
velikost rychlosti 
 
Dále je určováno Strouhalovo číslo (2.89), které je definováno v části 2.10. Na obr. 
č. 5.28 je vynesena závislost vorticity na čase v bodě x=13,75; y=8,00 pro ( )140;70∈t , 
ze které je vypočteno Strouhalovo číslo St = 0,175. Srovnání vypočtené hodnoty s údaji 
uvedenými v (LINNICK, FASEL, 2005) a (BERGER, WILLE, 1972) je v tab. č. 5.5. 
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Strouhalovo číslo kruh (x=13,75;y=8,00)
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Obr. č. 5.28: Časový průběh vorticity pro 200Re =  
 
 
  St (Re 200) 
Tato práce 0,175 
Literatura (LINNICK, FASEL, 2005) 0,197 
Literatura (BERGER, WILLE, 1972) 0,18 - 0,19 
 
Tab. č. 5.5 –  Srovnání Strouhalova čísla pro 200Re =  
 
 
5.4.3 Diskuze výsledků 
Podle obr. č. 5.9 – 5.17 vypočtené řešení proudění okolo vnořeného válce 
se čtvercovým průřezem odpovídá výsledkům uvedeným v (BREUER, 2000) a (FUKA, 2006).  
Obdobně vypočtené řešení (viz obr. 5.19 – 5.27) proudění okolo vnořeného válce 
s kruhovým průřezem se kvalitativně shoduje s výsledky uvedenými v (LINNICK, FASEL, 2005) 
a (BERGER, WILLE, 1972). 
Pro Re 30 při použití sítě dělící čtvercový průřez vnořeného válce na 10x10 dílků není 
vytvoření stacionárních vírů tak průkazné jako při zjemnění dělení čtverce na 16x16 dílků, 
kdy se již za vnořenými válci pro čtvercový i kruhový průřez vytvořily nad sebou dva 
stacionární víry.  
Pro Re 200 se v obou případech vyvinula Kármánova vírová cesta. Vypočtená hodnota 
Strouhalova čísla se od údajů uvedených v literatuře liší a je pro čtvercový i kruhový průřez 
menší asi o 8 %, což může být zapříčiněno dvěma důvody: 
• pro Re 200 je proudění na rozmezí turbulentního a laminárního proudu,  
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• problém na stěně vnořeného válce, kde není použita stěnová funkce, která řeší velký 
gradient rychlosti na hranici.  
 
5.5 Stratifikované proudění okolo válce se čtvercovým průřezem 
Zadání úlohy je uvedeno v části 4.5. Řešení úlohy pro systém Navier-Stokesových 
rovnic s Boussinesquovou aproximací je provedeno programem BOUSSINESQ.  
Na obrázku č. 4.2 je schématicky zachyceno vnoření tělesa do proudění. Velikost 
vlivu teplotní stratifikace na proudění se sleduje v závislosti na změně Froudeova čísla. 
Výpočet se provádí pro Fr 1,00; 0,10; 0,01. Jednou z možností nastavování hodnoty Fr je 
měnit velikost gravitačního zrychlení g, v tomto případě na hodnoty 1; 10; 100.  
Froudeovo číslo 1,00 
 Výpočet je prováděn pro Fr 1,00, což odpovídá gravitačnímu zrychlení 1=g . Na obr. 
č. 5.29 je znázorněna vypočtená velikost rychlosti vr  a na obr. č. 5.30 je vypočtená porucha 
teploty θ ′ . 
 
 
 
Obr. č. 5.29 – Válec se čtvercovým průřezem Fr 1, velikost rychlosti 
 
 
 
Obr. č. 5.30 – Válec se čtvercovým průřezem Fr 1, porucha potenciální teploty 
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Froudeovo číslo 0,10 
 Výpočet je prováděn pro Fr 0,10, což odpovídá gravitačnímu zrychlení 10=g . 
Na obr. č. 5.31 je znázorněna vypočtená velikost rychlosti vr  a na obr. č. 5.32 je vypočtená 
porucha teploty θ ′ . 
 
 
 
Obr. č. 5.31 – Válec se čtvercovým průřezem Fr = 0,1, velikost rychlosti 
 
 
 
Obr. č. 5.32 – Válec se čtvercovým průřezem Fr = 0,1, porucha potenciální teploty 
 
Froudeovo číslo 0,01 
 Výpočet je prováděn pro Fr 0,01, což odpovídá gravitačnímu zrychlení 100=g . 
Na obr. č. 5.33 je znázorněna vypočtená velikost rychlosti vr  a na obr. č. 5.34 je vypočtená 
porucha teploty θ ′ . 
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Obr. č. 5.33 – Válec se čtvercovým průřezem Fr = 0,01, velikost rychlosti 
 
 
 
Obr. č. 5.34 – Válec se čtvercovým průřezem Fr = 0,01, porucha potenciální teploty 
 
Diskuze výsledků 
 Výše uvedené výsledky numerického experimentu vlivu teplotní stratifikace 
na proudění okolo vnořeného válce se čtvercovým průřezem odpovídá předpokladům 
uvedeným v (FÜRST et al., -). Se snižujícím se Froudeovým číslem (rostoucím g) se zvyšuje 
promíchávání pole proudění. Promíchává se též Kármánova vírová cesta za vnořeným 
válcem. Vznikají gravitační vlny odbíhající od vnořeného válce. 
Dále je počítána časová závislost složek rychlosti u,v a vorticity ω pro Fr 0,01; 0,10; 
1,00. Porovnáním výsledků výpočtu pro vertikální složku rychlosti v v bodě x=14,5; y=8,0 a 
v čase ( )49;0∈t  (viz obr. č. 5.35, 5.36 a 5.37) pro různá Freudeova čísla se zjistilo, že složka 
rychlosti v má rostoucí frekvenci s klesající hodnotou Froudeova čísla. Obdobně se složkou 
rychlostí v mění frekvenci i vorticita ω. 
Frekvence složky rychlosti v  určená z grafů na obr. č. 5.35, 5.36 a 5.37 má následující 
hodnoty: 
 
f(Fr=0,01) = 1,63  
f(Fr=0,10) = 0,79 .           (5.4) 
f(Fr=1,00) = 0,30            
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 Porovnají-li se hodnoty frekvence složky rychlosti v s hodnotou Strouhalova čísla 
(St = 0,128) pro proudění okolo vnořeného válce se čtvercovým průřezem bez vlivu 
stratifikace (viz část 5.4.1), dá se učinit hypotéza, že frekvence složky rychlosti v se blíží 
limitně pro Froudeovo číslo jdoucí do nekonečna výše uvedené hodnotě Strouhalova čísla. 
Ověření tohoto tvrzení by si však vyžádalo provedení dalších výpočtů. 
Na obr. č. 5.35 se potvrzuje předpoklad o promíchání Kármánovy vírové cesty, 
protože pro čas  t > 20 mají hodnoty složek rychlosti u,v a vorticita ω velmi malou hodnotu. 
Je možno říci, že pro vyšší frekvence složky rychlosti v (resp. vorticity ω) vzniká mnoho 
menších vírů, které způsobí dřívější promíchání Kármánovy vírové cesty, a může docházet až 
k potlačování proudění za vnořeným válcem (viz obr. 5.33). 
 
Stratifikace (Fr=0,01; x=14,5; y=8,0)
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Obr. č. 5.35 – Závislost složky rychlosti v na čase  
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Stratifikace (Fr=0,10; x=14,5; y=8,0)
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Obr. č. 5.36  – Závislost složky rychlosti v na čase  
 
Stratifikace (Fr=1,00; x=14,5; y=8,0)
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Obr. č. 5.37  – Závislost složky rychlosti v na čase  
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Kapitola 6 
 
Závěr 
 
V této práci je řešeno modelování atmosférického proudění, které svým obsahem 
navazuje na (FUKA, 2006), zabývající se modelem proudění v mezní vrstvě atmosféry 
ve složité prostorové geometrii. Ve vyšším řádu přesnosti je zpracován model proudění 
okolo válce s kruhovým průřezem s použitím metody vnořené hranice a model proudění 
okolo vnořeného válce se čtvercovým průřezem s vlivem teplotní stratifikace. 
V teoretické části je odvozen systém Navier-Stokesových rovnic pro laminární 
nestlačitelné proudění a je uplatněn vliv teplotní stratifikace pomocí Boussinesquovy 
aproximace, která do systému přidává rovnici pro poruchu potenciální teploty a současně 
rozšiřuje pohybovou rovnici pro vertikální složku rychlosti. 
K výběru WENO schémat na rekonstrukci nelineárních členů je zpracována rešerše 
o možnostech TVD-MUSCL, ENO a WENO schémat při potlačování falešných oscilací. 
Všechny použité postupy, které numericky řeší systém Navier-Stokesových rovnic 
s Boussinesquovou aproximací na podkladě metody konečných objemů, mají vyšší řád 
přesnosti: 
• WENO schéma pro rekonstrukci nelineárních členů na hranici konečných objemů je 
pátého řádu přesnosti. 
• Při výpočtu vazkých členů, oboustranných transformací mezi posunutými sítěmi 
pro složky rychlosti a pro tlak a při výpočtu Poissonovy rovnice pomocí Gauss-Seidlovy 
metody se pro diskretizaci interpolace a druhé derivace využívají schémata šestého řádu 
přesnosti a pro diskretizaci první derivace schémata sedmého řádu. 
• K časové diskretizaci se využívá TVD schématu Runge-Kutta čtvrtého řádu přesnosti. 
Pouze ve dvou případech jsou použity metody druhého řádu přesnosti. Jde o metodu 
vnořené hranice pro kruhový průřez vnořeného válce a u časové diskretizace druhého kroku 
metody postupných kroků. 
V implementační části je popsána struktura jednotlivých programových bloků. Jejich 
naprogramování do konečné verze modelu atmosférického proudění je realizováno v několika 
postupných etapách. Závěrem každé etapy se ověřuje funkčnost dílčího programu. 
Základní testování WENO schémat a metody Runge-Kutta je provedeno programem 
HYPERBOL pro známé exaktní řešení lineární hyperbolické rovnice a Burgersovy rovnice. 
Testování metody postupných kroků, posunuté sítě a řešení Poissonovy rovnice se uskutečnilo 
programem EULER pro známé exaktní řešení systému Eulerových rovnic. Určení chyby 
exaktních a naměřených výsledků je provedeno pomocí L2 normy. Naměřená chyba 
pro všechny tři testovací úlohy je řádu -0910 . 
Funkčnost programu NAVIER-STOKES k řešení systému Navier-Stokesových rovnic 
je testována na úloze proudění v dutině čtvercového průřezu pro hodnoty Reynoldsova čísla 
100; 1000; 5000, která je popsána např. v (FUKA, 2006) a (GHIA, 1982). Pro porovnání 
výsledků numerického řešení jsou vybrány parametry jednotlivých vírů – poloha středů a míst 
odtrhávání. Pro hodnoty Re 100; 1000 je shoda výsledků v rámci přesnosti výpočtu. 
Pro hodnotu Re 5000 dochází u několika parametrů k odchylce, což je podnětem k dalšímu 
testování pro oblast vyšších hodnot Re. 
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Program NAVIER-STOKES je ve finální podobě použit pro numerické řešení 
proudění okolo vnořeného válce se čtvercovým (resp. kruhovým) průřezem. Pro hodnotu 
Reynoldsova čísla 30 je sledováno vytvoření stacionárních vírů umístěných symetricky 
nad sebou. Při použití sítě dělící čtvercový průřez vnořeného válce na 10x10 dílků nebylo 
vytvoření stacionárních vírů tak průkazné jako při zjemnění dělení čtverce na 16x16 dílků, 
kdy jsou již výsledky odpovídající. 
Pro hodnotu Reynoldsova čísla 200 je pozorováno nestacionární řešení s Kármánovou 
vírovou cestou. Vizuálně je její numerické řešení pro čtvercový průřez v souhlase 
s (BEUER, 1999) a pro kruhový průřez s (LINNICK, FASEL, 2004). Dále je pro obě úlohy 
vypočteno Strouhalova číslo. Hodnoty Strouhalova čísla pro čtvercový, resp. kruhový, průřez 
vnořeného válce jsou přibližně o 8 % menší než experimentální výsledky uváděné 
v (BEUER, 1999), resp. (LINNICK, FASEL, 2004). Rozdíl je možno vysvětlit vlivem 
turbulentního proudění, protože použitá hodnota Reynoldsova čísla je na hranici laminárního 
proudění, nebo s ohledem na zvolenou hustotu sítě vysokým gradientem rychlosti na hranici 
vnořeného válce. 
Program BOUSINESQ k řešení systému Navier-Stokesových rovnic 
s Boussinesquovou aproximací je použit na proudění okolo vnořeného válce se čtvercovým 
průřezem s vlivem teplotní stratifikace. Numerický experiment je prováděn pro hodnoty 
Froudeova čísla 1,00; 0,10; 0,01 a je v souhlase se závěry v (FÜRST et al., -), že se snižujícím 
se Froudeovým číslem se zvyšuje promíchávání pole proudění. Promíchává se též Kármánova 
vírová cesta za vnořeným tělesem a vznikají gravitační vlny odbíhající od vnořeného tělesa.  
Pro vertikální složku rychlosti (resp. vorticitu) je určena její frekvence. Bylo by 
vhodné ověřit závislost této frekvence na změně Froudeova čísla.  
Potvrzení předpokladu o promíchání Kármánovy vírové cesty, pro vyšší frekvence 
složky rychlosti (resp. vorticity), vede k poznatku, že může docházet až k potlačování 
proudění za vnořeným válcem. I v tomto případě by si zasloužilo další ověření tohoto jevu. 
 Možnosti vylepšování modelu stratifikovaného proudění lze hledat ve třech základních 
krocích. Zvyšování přesnosti jednotlivých numerických metod, vyzkoušení jiných známých 
algoritmů a rozšiřování modelu proudění. 
 V práci jsou používány numerické metody se čtvrtým a vyšším řádem přesnosti, jen 
u metod vnořené hranice a postupných kroků je přesnost významně menší. Bylo by potřebné 
nalézt a použít přesnější schémata analogická k těmto metodám, která by měla srovnatelný 
řád přesnosti.  
 Nabízí se možnost změnit algoritmus výpočtu vazkých členů, které jsou v práci řešeny 
explicitním schématem, pomocí implicitního Crank-Nicholsonova schématu, u kterého je 
uváděna (KIM et al., 2001) přesnost druhého řádu. 
 Model vnořeného tělesa lze rozšířit o funkci stěny, která lépe zachycuje gradient 
rychlosti na hranici. 
 Model proudění může být rozšířen na třídimenzionální úlohu. S tím souvisí i přechod 
na turbulentní model proudění pomocí jeho parametrizace.  
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